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Abstract

Ich habe meine Masterarbeit der Mathematik zum Illuminationsproblem ratio-
naler Polygone verfasst. Der Ursprung dieses Themas liegt in zwei interessanten
Fragestellungen, die in den 1950er Jahren von Ernst Straus formuliert wurden:
Kann ein gegebenes polygonales Gebiet von jedem Punkt des Gebiets aus beleuch-
tet werden?

Ist jedes polygonale Gebiet von mindestens einem Punkt aus beleuchtbar?

Betrachtet werden dabei Gebiete mit verspiegelten Wéanden und einer Lichtquelle
im Inneren. Bei der Bearbeitung dieser Fragen gehe ich zunéchst allgemein auf
Billards als dynamische Systeme ein, danach beschrianke ich mich auf polygona-
le Billards. Fiir diese betrachte ich zusétzlich ihre Translationsflichen. In einem
néachsten Abschnitt analysiere ich die Ergodizitét in Billards. Abschlieflend erfolgt
die Diskussion des Illuminationsproblems, wobei ausschlieSlich rationale Polygo-
ne betrachtet werden. Hierbei erklére ich zunéchst allgemeine Begriffe, um dann
den Fokus auf Polygone aus rechtwinkligen, gleichschenkligen Dreiecken zu legen.
Es existieren Polygone aus solchen Dreiecken, bei denen sich zwei Punkte nicht
gegenseitig beleuchten. Ein solches wird detailliert analysiert und unter anderem
dessen Translationsfliche bestimmt. Fiir diese stelle ich auch den Zusammenhang
zu Veech-Flachen her, wodurch Aussagen iiber die Ergodizitdt des dynamischen
Systems getroffen werden kénnen.

Da ich Mathematik auf Lehramt studiere, war bei mir personlich das Interesse
sehr grof3, auch einen fachdidaktischen Teil in meiner Masterarbeit zu behandeln.
Dieser Wunsch wurde durch einen Workshop zum Illuminationsproblem erfiillt.
Ich habe diesen selbst konzipiert und dann an der MAINS in Heidelberg mit einer
Schiilergruppe durchgefiihrt. Die Schulklasse hat dort die Ausstellung zu den Spie-
gelwelten besucht und im Anschluss gemeinsam mit mir im Workshop geforscht.
Wie ich diesen Workshop geplant habe und was fiir theoretische Uberlegungen
hinter den verwendeten Methoden stehen, wird im fachdidaktischen Teil der Ar-
beit beschrieben. Das fachdidaktische Kapitel beginnt mit einer theoretischen
Einfithrung zu den Themen Problemlésen beim mathematischen Lernen, Welt-
bilder der Mathematik und digitale Medien beim mathematischen Lernen. Hier
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gebe ich eine inhaltliche Einfiihrung, da diese Theorien wéhrend der Beschreibung
der Durchfiihrung des Workshops und der Evaluation wieder aufgegriffen wer-
den. In einem néchsten Abschnitt gehe ich auf die Planung des Workshops ein, um
dann in die Durchfithrung dessen iiberzugehen. Dabei werden auch Beobachtungen
beschrieben, welche wiahrend des Workshops gemacht wurden und im Anschluss
erfolgen die Auswertung der Evaluation und die Diskussion der Ergebnisse. Inter-
essant war fiir mich dabei der Umgang der Lernenden mit dem Problemlésen. Da
ich die Klasse zuvor nicht kannte, konnte ich nicht einschétzen, inwiefern die Ler-
nenden mit solchen Aufgabentypen vertraut sind. Der Workshop ging als Exkurs
thematisch tiber das Schulcurriculum hinaus, daher war es aufschlussreich, das
mathematisches Weltbild der Schiilerinnen und Schiiler in der Evaluation zu hin-
terfragen. Man erwartet dabei, dass viele Lernende mathematisches Wissen nur fiir
sinnvoll erachten, wenn sie dieses auch fiir ihren Mathematikunterricht benétigen.
Was dariiber hinausgeht wird von vielen als unnotig oder listig angesehen. Durch
die Evaluation hat sich diese Erwartung teilweise bestétigt, jedoch hat vor allem
die Arbeit mit digitalen Medien auch zu gesteigertem Interesse seitens der Lernen-
den gefiihrt.



1

Fachlicher Teil

Das Illuminationsproblem wurde in den 1950ern von Ernst Straus formuliert. Er
teilte das Problem in zwei Fragestellungen auf und ging darauf ein, ob ein poly-
gonales Gebiet von jedem Punkt des Gebiets aus beleuchtbar ist, beziehungsweise
ob jedes polygonale Gebiet von mindestens einem Punkt aus beleuchtbar ist. Die
Gebiete, von denen in diesen Abschnitten die Rede ist, haben verspiegelte Winde
und werden im Inneren von einer einzelnen Lichtquelle beleuchtet, welche Licht-
strahlen in alle Richtungen aussendet. Dass ein Punkt eines Gebiets ausgehend von
der Lichtquelle nicht beleuchtbar ist, bedeutet, dass es keine Billard-Trajektorie
zwischen diesen beiden Punkten gibt. Eine Billard-Trajektorie ist eine Gerade,
welche zwei Punkte des Gebiets miteinander verbindet. Diese Gerade wird an den
Kanten des Gebiets nach dem Reflexionsgesetz gespiegelt, sobald sie an diesen auf-
trifft. Die Situation kann daher gleichartig zu der Betrachtung mit Lichtstrahlen
auch als Billardtisch gesehen werden, bei dem die Kugelstole die Analoga zu den
Lichtstrahlen bilden. In den Gebieten gilt das Reflexionsgesetz, welches besagt,
dass Ein- und Ausfallwinkel gleich grof§ sind. Lichtstrahlen, die eine Ecke treffen,
werden dort absorbiert und enden somit. [Tok95]
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1.1 Billards als dynamische Systeme

Ein géngiges Beispiel fiir ein dynamisches System ist eine Menge von Billard-
Kugeln. Diese bewegen sich durcheinander auf Geraden, bis es zum Zusammenstof3
kommt. Dieser Zusammenstofl kann mit einer anderen Billard-Kugel oder mit der
Wand erfolgen. Dabei werden nur paarweise Zusammenstoéfle in Betracht gezogen.
Die Wahrscheinlichkeit, dass mehr als zwei Kugeln gleichzeitig zusammenstoflen,
ist so gering, dass dieser Fall vernachléssigt werden kann. [Lub91, S. 255]

1.1.1 Polygone als spezielle Billards

Betrachtet man Billards, so wird der zuvor beschriebene Fall auf den Zusammen-
stofl einer Kugel mit der Wand beschrénkt. Billards sind Gebiete, die durch eine
unverformbare Wand beschrankt sind. In diesen Gebieten bewegen sich Kugeln
gradlinig fort und stoflen wéhrend ihrer Bewegung an die Wand. Dieses Kapitel
wurde auf Grundlage von [MT02, S. 1019-1022] verfasst.

Entfaltung von Polygonen

In diesem Abschnitt wird die Entfaltung von Polygonen beschrieben. Diese fiihrt
uns zu einer iibersichtlicheren Darstellung einer Billard-Trajektorie. Besonders fiir
lange Trajektorien, die oft an den Seiten des Polygons gespiegelt werden, kann dies
sehr niitzlich sein.

Jeder geodatische Pfad innerhalb eines gegebenen Polygons kann auch als Pfad in
der Vereinigung der Spiegelbilder des Polygons betrachtet werden.

4 ‘ - -

Abbildung 1.1. Beispiel fiir das Ausgangspolygon mit einer Billard-Trajektorie

Dabei wird das Ausgangspolygon immer wieder an der Seite gespiegelt, an der
der betrachtete Pfad auftrifft. Dadurch verlaufen die Pfade geradlinig durch das
entstehende grofiere Polygon.
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Abbildung 1.2. Beispiel fiir das entfaltete Ausgangspolygon

Definition 1.1 (Rationale Polygone). Ein Polygon ) wird als rational bezeich-
net, wenn alle Innenwinkel von () rationale Vielfache von 7 sind. Ansonsten nennen
wir () irrational.

Die Spiegelung rationaler Polygone fiithrt nach einer gewissen Anzahl an Wiederho-
lungen wieder zu einem Polygon, das bis auf Verschiebung identisch ist. Betrachten
wir als Beispiel eine Ecke des Polygons mit dem Winkel o = 7 /n. Fithren wir an
beiden Seiten, die an dieser Ecke aufeinander treffen, nacheinander eine Spiege-
lung S; und Sy durch, so erhalten wir durch S;Ss eine Drehung um 2a = 27 /n.
Damit folgt, dass nach n Wiederholungen wieder der Ausgangszustand erreicht
ist: (5152)™ = id. Der Stabilisator dieser Ecke hat somit Ordnung n. Eine gege-
bene Billard-Trajektorie kann dann nur eine endliche Anzahl an moglichen Rich-
tungen haben, wie sie verlaufen kann. Da irrationale Polygone nicht ausschlieilich
rationalen Anteile von 7 als WinkelgroBen besitzen, kommt man durch gewisse
Spiegelungen nicht zuriick zum Ausgangszustand und die Ordnung von S;.5; und
somit auch dieses Stabilisators ist unendlich.

Wir kénnen das Vorgehen auch gruppentheoretisch betrachten: Gegeben sei ein
Polygon @), welches eine Billard-Trajektorie enthélt. Sei A(Q)) die Gruppe, welche
von allen moglichen Spiegelungen an Seiten von () erzeugt ist. Die Spiegelung an
einer gegebenen Seite, beispielsweise die Seite s, wird mit o4 bezeichnet. Folglich
ist jedes Spiegelbild von @) das Bild eines Elements aus A(Q). Nach einer gera-
den Anzahl von Operationen kénnen das Ausgangspolygon und das Entstandene
potentiell zur Deckung gebracht werden, nach einer ungeraden Anzahl von Opera-
tionen ist dies nicht moglich, da die Ausrichtungen nicht {ibereinstimmen. Sobald
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ein Polygon erhalten wurde, das mit dem Ausgangspolygon zur Deckung gebracht
werden kann, werden entlang der jeweiligen Spiegelachsen zweier Spiegelbilder die
parallelen Seiten der Polygone miteinander verklebt. Dies wird fiir alle Spiegelbil-
der durchgefiihrt, wodurch eine grofie zusammenhéngende Fldache erhalten wird.
Diese wird im folgenden Kapitel ausfiihrlicher behandelt.

Es kann das Bild von A(Q) in GL(2,R) betrachtet werden, welches die linearen
Anteile der Gruppe A(Q) enthélt, damit ist G(Q) eine Untergruppe der orthogo-
nalen Gruppe.

Lemma 1.2 Wenn Q rational ist, folgt dass die Untergruppe G(Q) die Dieder-
gruppe eines regelmdfigen Polygons ist. [MT02, S. 1020]

Beispiel 1.3 Die Spiegelungen eines Quadrats ) fiihrt zu einer Geraden in der
Ebene, welche durch Einheitsquadrate unterteilt wird. Diese Quadrate entstehen
durch Spiegelungen aus der Gruppe A(Q). Zwei Geraden aus der Ebene gehoren
zur selben Billard-Trajektorie, wenn sie sich nur durch eine Translation durch
einen Vektor aus der Gruppe 2Z @ 27 unterscheiden. Das Quadrat stellt den Fun-
damentalbereich der Gruppe 27Z & 27 da. Der Fundamentalbereich von 27 & 27
reprasentiert eine Entfaltung, welche aus vier Kopien von () zusammengesetzt ist.
Wenn wir die einander gegeniiber liegenden Seiten dieses Quadrats miteinander
verkleben, erhalten wir einen glatten Torus, dieser Vorgang ist in Abbildung 1.3
dargestellt.

/L
77

L
7

Abbildung 1.3. Verklebung eines Quadrats zu einem Torus

Dadurch wird eine gegebene Billard-Trajektorie zu einer Geodéatischen auf dem
entstandenen Torus, jede solche Geodétische hat eine konstante Steigung A. So-
fern A rational ist, ist die gegebene Billard-Trajektorie periodisch, andernfalls ist
sie dicht im Torus (dies wird in Satz 1.21 bewiesen). Bei der ndheren Betrachtung
von periodischen Billard-Trajektorien konnen wir feststellen, dass diese nach der
Entfaltung Elemente ergeben, deren Endpunkte sich durch Vektoren aus 2Z & 27
unterscheiden. Eine zu einer gegebenen Billard-Trajektorie parallele Trajektorie ist
immer auch periodisch und hat die gleiche Lange. Unter der Annahme, dass eine
entfaltete periodische Billard-Trajektorie vom Ursprung des Gitters (aus Kopien
von @) bis zum Punkt (2p,2q) geht, konnen wir die folgenden Aussagen treffen:
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Wenn p und ¢ teilerfremd sind, so ist die Trajektorie einfach, die Lange der Tra-

jektorie kann durch 24/p? + ¢? berechnet werden.

Definition 1.4 (Integrierbare Polygone). Polygone, welche als integrierbar be-
zeichnet werden, lassen sich durch Spiegelungen, also durch die Bilder von () un-
ter A(Q), so anordnen, dass eine Fliche gefliest werden kann.

Zu dieser Kategorie von Billards gehoren Rechtecke, gleichseitige Dreiecke und
rechtwinklige Dreiecke mit einem spitzen Winkel von 7/4 oder 7/6. Fiir diese
Billards kénnen wir den Billard-Fluss als konstanten Fluss auf einem Torus be-
trachten. Wir konnen Richtungen 6 eines Flusses auf einer gegebenen Translati-
onsfliache (X, w) definieren. Wir betrachten dabei den gerichteten Fluss Fj, wel-
cher X x R* auf X abbildet, indem ein Paar (x,t) auf 2’ abgebildet wird. 2’ ist
dabei auf einer Geraden in Richtung 6 die Lange ¢t von x entfernt.

Fiir integrierbare Polygone kann die Ausweitung der Billard-Trajektorien durch
eine Ecke betrachtet werden, da die Winkel um die Eckpunkte 27 sind und die
Trajektorien auf dem Torus unendlich weiterlaufen kénnen.

Definition 1.5 (Nahezu integrierbare Polygone). Ein rationales Polygon @
wird als nahezu integrierbar bezeichnet, wenn A(Q) eine diskrete Untergruppe der
Bewegungen auf der Fliche ist.

Lemma 1.6 A(Q) muss eine der Mdaglichkeiten von Definition 1.5 sein.

Nahezu integrierbare Polygone kénnen auf korrespondierenden Gittern gezeichnet
werden, die wir beim Fliesen der Ebene mit dem entsprechenden integrierbaren
Polygon erhalten.

Lemma 1.7 Fiir nahezu integrierbare Billards sind die folgenden Aspekte dquiva-
lent:

(i) 0 ist eine irrationale Steigung

(ii) Die Orbits unter Fy sind dicht

(111) Fy ist ergodisch

(iv) Fy ist nicht periodisch: F} # id ¥ t # 0
[MT02, S. 1022]
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1.1.2 Translationsflichen

Wir kennen bereits Beispiele fiir Translationsflichen: die Entfaltung von Billards.
Dieser Abschnitt wurde mithilfe von [MT02, S. 1022] verfasst.

Definition 1.8 (Translationsfliche). Um Translationsflichen zu bilden, werden
Polygone benétigt. An diesen werden Kantenverklebungen durchgefiihrt, wobei nur
parallele, gleichlang Seiten verklebt werden konnen. Dabei ist darauf zu achten,
dass die entstehende Fliache orientierbar ist. Diese Flache ist die Translationsfléche,
welche im Folgenden mit (X, w) bezeichnet wird.

Beispiel 1.9 Durch die Spiegelung und Verklebung von Polygonen entstehen
Translationsflichen. Dabei werden jeweils eine Seite s; des Polygons mit der ent-
sprechenden Seite s, nach der Spiegelung identifiziert. Diese Seiten werden dann
miteinander verklebt, zu beachten ist dabei, dass diejenigen Seiten verklebt wer-
den, iiber deren Spiegelachse gespiegelt wurde.

Beispiel 1.10 Gegeben sei ein regulédres, rationales n-Eck ) und ein N € Z,
dann erzeugen Spiegelungen an Geraden, die durch den Ursprung und Ecken des
Polygons verlaufen, die Gruppe G(Q), welche der Diedergruppe Dy entspricht.
Diese Gruppe hat die Kardinalitdt 2/N und auf der Kreisbahn eines allgemeinen
Punkts 0 # kn /N, k € Z auf dem Einheitskreis liegen 2N Punkte.

Betrachtet wird nun ein Polygon ¢ mit Winkeln 7m;/n;, wobei m; und n; tei-
lerfremde ganze Zahlen sind. Das Einheits-Tangentialbiindel @ x S! stellt den
Phasenraum des Billard-Flusses dar. Fiir diesen Fluss ist die Richtung nicht fest-
gelegt, da sich dieser durch die Spiegelungen an den Kanten von () immer wieder
andert. Wir konnen eine Teilmenge des Phasenraums betrachten, die wir, fiir ein
festes 6, mit M, bezeichnen.

My={(q,¢) 1 q€Q, o€ DN-0}=0Q x {01} UQ x {f} U ...

Diese Teilmenge des Phasenraums bildet dann die Translationsfliche My, indem
wir nach der Entfaltung die Seiten nach Vorschrift der Diedergruppe verkleben.
Wir kénnen nun 2N disjunkte und parallele Kopien von () in der Ebene betrachten
und diese mit @1, Qo, ..., Qon benennen. Wir orientieren die geradzahligen dabei
im Uhrzeigersinn und die ungeradzahligen dagegen. Wéhlen wir ein i € {1,...,2N}
und eine Seite s von @, so spiegeln wir die Richtung 6; in dieser Seite. Es ergeben
sich dadurch Richtungen 6; mit j € {1,...,2N}. Nach Verkleben von der Seite s
von (); mit der identischen Seite s von @), fiir alle i € {1,...,2N} und alle Seiten s
von @ sind alle Seiten der Polygone paarweise verklebt und die Verklebungen stim-
men mit der Orientierung der Polygone iiberein. Dadurch erhalten wir eine orien-
tierte kompakte Translationsfliche, die nur von der Wahl von @) abhéngig ist und
nicht von . Diese Translationsfliche wird (X,w) genannt. Die Billard-Fliisse Fjp
auf der Translationsfliche werden durch Rotationen auseinander gewonnen.

Lemma 1.11 Eine Translationsfliche kann immer trianguliert werden.
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Definition 1.12 (Singularitét). Eine Singularitét einer Translationsfliche ist ein

Punkt, welcher nach der Verklebung der Seiten einen Winkel grofler 2 um sich
besitzt. [Ranl3, S. 7, 10]

Lemma 1.13 Sei (X,w) eine Translationsfliche. Diese besitze n Singularititen
mit Multiplizititen k;, i € [1,n]. Die Multiplizitit einer Singularitit ist dabei die
Vielfachheit von 2w, die der Winkel um diese Singularitat grof$ ist. Dann gilt fiir
das Geschlecht g der Translationsfliche: [Ran16, Proposition 1.14]

1 n
=1+ (ki—1
! +2i:l(z )

Beweis. Wir betrachten eine Triangulierung von X, die wir so wéhlen, dass alle
Singularitdten der Translationsfliche auf Eckpunkten von Dreiecken liegen. Sei E
die Anzahl der Ecken, K die Anzahl der Kanten und I’ die Anzahl der Flachen.
Die Winkelgroien aller Dreiecke konnen auf zwei Arten summiert werden, was uns
zu folgenden Formeln fiihrt:

F'W:Zki-2ﬂ'+<E—n)'2ﬂ'
i=1
Mit 2K = 3F folgt zusammen mit der Eulerschen Polyederformel

1
2-2=E-K+F=E—_F

Auflerdem gilt, da F = 1:
ﬁ:Zki-2W+(E—n)-27r
i=1

Division mit 27 fithrt zu

U

Bemerkung 1.14 Durch die Formel ist erkenntlich, dass der Torus die einzige
Translationsfliche ist, welche so mit einer Translationsstruktur versehen werden
kann, dass wir eine endliche Translationsfliche ohne Singularitéiten erhalten.
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Veech-Flachen

Der Abschnitt zu den Veech-Flachen wurde auf Grundlage von [HS06, S. 9-12]
verfasst.

Die Gruppe SL(2,R) operiert auf dem Raum aller Translationsflachen. Eine Ma-
trix aus SL(2,R) wird dabei mit einem Polygon aus dem Raum der Translati-
onsflachen multipliziert. Wir merken an, dass ein Element von SO(2,R) auf einer
Translationsfliche als stiickweise Rotation agiert. Diese Gruppenaktion korrespon-
diert zu Multiplikationen von w mit einer komplexen Zahl der Norm eins.

Definition 1.15 (Veech-Gruppe). Wir bezeichnen den Stabilisator von (X, w)
unter der Gruppenaktion von SL(2,R) mit SL(X,w). SL(X,w) ist dabei die
Veech-Gruppe der Translationsflache. Da SL(2, R) nicht treu auf der oberen Halb-
Ebene agiert, betrachten wir die projektive Gruppe PSL(2,R), welche diese Vor-
aussetzung erfiillt.

Beispiel 1.16 (Veech-Gruppe eines Torus) Die Translationsflache, die durch
die Verklebung der Kanten eines Quadrats entsteht, ist ein Torus. Es operiert die
Gruppe SL(2,R) auf dem Raum der Translationsflichen. Die Elemente der Grup-
pe erhalten wiahrend der Operation Parallelitdt und die gleiche Lénge paralleler
Seiten. Sei A ein Element von SL(2,R) und P ein Polygon aus dem Raum der
Translationsflichen. Dann betrachten wir

A-P=AP.

In der folgenden Abbildung sind die Wirkungen von Matrizen auf das Quadrat
aufgezeigt. Damit eine Matrix im Stabilisator enthalten ist, muss die Verklebung
der Kanten durch die Gruppenoperation beibehalten werden.

If"f 11 \II
' |
\ O 1)
(*
\ 0 1,.) -
(0
| -
\ '1 1 !

Abbildung 1.4. Operation der Matrizen aus der Gruppe des Stabilisators auf das
Quadrat

Wir konnen erkennen, dass die erste Matrix kein Element des Stabilisators sein
kann, da a nach der Gruppenoperation nicht mehr mit a verklebt werden wiirde.



1.1 Billards als dynamische Systeme 12

Also sind nur die unteren beiden Matrizen Elemente des Stabilisators. Folglich
ist SL(2,Z) eine Untergruppe des Stabilisators, da die unteren beiden Matrizen
Erzeuger von SL(2,7Z) sind. Wir mochten die Gleichheit der beiden Gruppen zei-
gen, da diese der Veech-Gruppe entsprechen wiirde. Ein Quadrat mit Verklebun-
gen und somit ein Torus entspricht R?/Z?. Da Z? geometrisch ein Gitter in R?
definiert, kénnen wir die Punkte des Gitters betrachten und bezeichnen diese als
Gitterpunkte.

Fiir Matrizen A € Stab : A-{Gitterpunkte} = {Gitterpunkte} = A-7Z? = Z*. So-
mit gilt, dass Stab eine Untergruppe von SL(2,7Z) ist und damit gilt die Gleichheit
und wir haben gezeigt, dass dies die Veech-Gruppe des Torus ist.

Veech-Dichotomie

Wir bezeichnen Fj als periodisch, wenn die Fliache in eine endliche Anzahl von
Zylindern in Richtung 6 zerlegt werden kann. Wir erinnern uns, dass die Veech-
Gruppe von (X, w) so definiert wurde, dass sie auf der hyperbolischen Ebene ope-
riert.

Definition 1.17. Wir bezeichnen eine Untergruppe von SL(2,R) als Gitter, wenn
der Faktorraum unter der Gruppenaktion eine endliche (induzierte) hyperbolische
Flache hat.

Definition 1.18 (Veech-Fliche). Eine Translationsfliche heifit Veech-Fliche,
wenn ihre Veech-Gruppe ein Gitter ist. Fiir solche wissen wir, dass der Funda-
mentalbereich in der oberen Halbebene einen endlichen Fléacheninhalt hat.

Definition 1.19 (Eindeutig ergodisch). Wir nennen ein dynamisches System
eindeutig ergodisch, wenn es ein eindeutiges, normiertes Borel-Maf3 besitzt, unter
dem das System invariant ist. [Oxt52, S. 123]

Lemma 1.20 Diese Definition von eindeutiger Ergodizitit ist dazu dquivalent,
dass jede invariante Menge (oder ihr Komplement) eine Nullmenge ist. Folglich
ist die Menge nicht zerlegbar. [Oxt52, S. 123]

Satz 1.21 (Veech-Dichotomie) Sei (X,w) eine Veech-Fliche. Dann gilt fir je-
de Richtung 0, dass der Fluss Fy entweder periodisch oder eindeutig ergodisch ist.
[HS06, Theorem 1], [Vee89, Theorem 1.5]

Beweis. Wir mochten die Veech-Dichotomie nur fiir einen speziellen Fall beweisen:
den geodétischen Fluss Fy mit festem 6 auf einem Torus. Hierfiir zeigen wir, dass
fiir diese Betrachtung die Irrationalitéit von 6 zur eindeutigen Ergodizitat und die
Rationalitdt zu Periodizitét fiihrt.

Sei 0 irrational: § € R\ Q. Um die eindeutige Ergodizitit zu zeigen, verwenden wir
[EW10, Example 4.11]: Hier wird die Kreisrotation R, : T'— T, z — x+a mod Z
betrachtet, welche genau dann eindeutig ergodisch ist, falls « irrational ist. R, ent-
spricht der Wiederkehr-Abbildung von Fy auf eine ,,Kante* fiir ein entsprechen-
des a.
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Abbildung 1.5. Zusammenhang zwischen o und 6

Das eindeutige, normierte Maf ist in diesem Fall das Lebesgue-Mafl my. Wir nut-
zen im Folgenden eine spezielle Funktion f. Da « irrational ist, wissen wir, dass die
Gleichung exp(2mika) = 1 nur dann gilt, falls £ = 0 ist. Falls f(t) = exp(2mikt)
fiir gewisse k € Z gilt, kénnen wir sagen:

ZfR" 1NZIepZ ik(t+na)) = . k=9,
= X ™ ex ™ o
N — % exp(2mkt)—e£§2ﬂ]l\g;)) L k#£0.

Diese Gleichung zeigt uns, dass
1 k=0
— (Rxt) dmp = ’
v v fram {4
Wir mochten zeigen, warum das Integral fiir k& # 0 gleich 0 ist. Es gilt:

/ f(t) dmp = / f(t) dt = /0 lexp(Zm'kt) dt

= 2mik exp(2mik) — 2mwik exp(0) = 2mwik — 2mik = 0,

dies folgt, da k eine ganze Zahl und mit Hilfe des Fundamentalsatzes.

Da Integrale linear auseinander gezogen werden konnen, kann auch fiir alle anderen
trigonometrischen Polynome gezeigt werden, dass sie diese Gleichungen erfiillen.
Trigonometrische Polynome sind Ausdriicke der Form

= Z cr exp(ikx)

k=—n

Auf solche Funktionen kann [EW10, Theorem 4.10] angewendet werden. Wir wissen

bereits, dass
N—

1
— Y f(R't) N — fd
z N og [ fdm

gilt. Sei dieser Limes eine Konstante C, die von x unabhingig ist. Wir kénnen
dann sagen, dass limy_,q %Zg:_ol f(R:t) das Gleiche ist wie Cy und fiir zwei
normierte, R,-invariante Mafle v und p die Gleichung
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zeigen. Die Gleichheit gilt aufgrund der Rechnungen zuvor und da die Mafle nor-
miert sind. Da die trigonometrischen Polynome dicht sind, reicht es aus, die Aus-
sage fiir diese zu iiberpriifen. Weil somit auch fiir x — = + a mod Z gezeigt ist,
dass diese Funktion eindeutig ergodisch ist, konnen wir sagen, dass Fy auf einer
Kante des Torus eindeutig ergodisch ist und da sich dieses Argument auch fiir die
anderen Kanten des Torus zeigen lasst gilt es fiir den Rand des Torus. Damit kann
gezeigt werden, dass Fy auf dem ganzen Torus eindeutig ergodisch ist.

Sei 6 rational, dann koénnen wir annehmen, dass 6 = n/m ist. Wir kénnen die
Trajektorie durch den Vektor (n,m) repréisentieren, dabei nehmen wir an, dass
sie in (g, yo) startet. Sei dieser Startpunkt der Verzweigungspunkt des Torus.
Aufgrund der Rationalitdt von n/m wird nach einer endlichen Anzahl an Wieder-
holungen beide Koordinaten um eine ganze Zahl erhoht werden. Ein Punkt mit
zwei ganzzahligen Koordinaten entspricht auf dem Torus dem Verzweigungspunkt
und somit ist die Trajektorie an den Anfangspunkt zuriickgekehrt und damit pe-
riodisch, da die Richtung beibehalten wird. ([l

Bemerkung 1.22 Aus [EW10, Theorem 4.10] und [EW10, Example 4.11] folgt,
dass der Orbit z, Ry, R%z, ... der Kreisrotation fiir jede irrationale Zahl a und
jeden Anfangspunkt x € T gleichverteilt ist.
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1.2 Minimalitit von Fliissen und Definition metrischer
Zylinder

In diesem Abschnitt wird zunéchst darauf eingegangen, was ein minimaler Fluss
ist. Anschlieflend werden Zylinder von Translationsflichen betrachtet.
Dieses Kapitel wurde sinngeméfl mit [MT02, S. 1024-1026] verfasst.

Definition 1.23. Ein Fluss F' wird minimal genannt, falls jeder seiner Orbits im
Phasenraum dicht ist. Der Orbit eines Flusses beschreibt alle moglichen Zusténde,
die nach der Gruppenoperation eingenommen werden kénnen:

R-X = {F(X):teR}.

Der Phasenraum beschreibt dabei alle moglichen Zusténde, die vom dynamischen
System eingenommen werden konnen. Jeder Punkt im Phasenraum steht fiir einen
bestimmten Zustand des Systems. [Ros]

In diesem Fall entspricht der Phasenraum der Translationsflache des Polygons.

Definition 1.24. Eine gerichtete Sattelverbindung in Richtung 6 ist ein Orbit
von Fy, der von einer Singularitéit zu einer anderen geht (sie kann auch von einer
Singularitidt erneut zu dieser gehen). Eine gerichtete Sattelverbindung hat keine
inneren Singularitéten.

Eine Sattelverbindung wird im Euklidischen durch eine Geodétische reprasentiert,
sie entspricht einem Holonomievektor in R?. Wir kénnen fiir eine Sattelverbin-
dung f auch einen horizontalen und vertikalen Teil hg und vz des Vektors definie-
ren.

Lemma 1.25 Seia™ eine (in positive Richtung unendliche) Trajektorie mit Start-
punkt Py. Sei 8 periodisch und im Lot zu ot und sei Py ein Punkt von 3. Dann
kehrt ot zu B zurick. [MT02, Lemma 1.7]

Beweis. Da es in Richtung at nur eine endliche Anzahl an Singularitidten gibt,
kann es auch nur endlich viele Trajektorien geben, die in Punkten von [ starten
und eine Singularitédt durchlaufen, bevor sie wieder  kreuzen. Verkiirzen wir 5 auf
ein Teilintervall 8’ mit den Endpunkten Py und Qq, so konnen wir annehmen, dass
es keine Trajektorie gibt, welche ' verlisst, durch eine Singularitit verlauft bevor
sie 8 kreuzt. Wir nehmen an, dass das Intervall 5" in positiver Richtung verlauft.
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Abbildung 1.6. Skizze zur Veranschaulichung der Intervalle

[)a 0 eine Flache iiberstreicht, entsteht ein Rechteck, dass iiberstrichen wird. Das
Uberstreichen der Fliche ist in der folgenden Abbildung skizziert.

Abbildung 1.7. Skizze zur Veranschaulichung des Uberstreichens der Fliche

Weil die Grofie der Fliche endlich ist, muss das Intervall 5’ zuriickkehren und mit 3
iiberlappen. Wenn o™ dies tut, sind wir an dieser Stelle fertig. Andernfalls kehrt die
Trajektorie, welche Qg verlisst, zu ' zuriick. Sei )1 der Schnittpunkt der oberen
Kante des iiberstreichenden Rechtecks mit . Dann kehrt auch eine Trajektorie,
die in @, € f’ startet, nach Py zuriick. Betrachten wir nun ein Intervall 5" C
mit Endpunkten F, und ¢; und wenden die zuvor durchgefiihrten Schritte darauf
an. Der positiven Richtung folgend muss 5" zu § zuriickkehren und dadurch muss
auch o™ selbst zu 3 zuriickkehren. O
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Satz 1.26 Sei (X,w) eine Translationsfliche. Der Fluss Fy ist fir alle, aufler
abzihlbar viele, Richtungen 0 minimal auf der Translationsfliche. [MT02, Theo-
rem 1.8/

Beweis. In Richtung 6 gibt es nur abzéhlbar viele Bogen, daher gibt es nur
abzéhlbar viele Richtungen mit Sattelverbindungen. Dass in der Richtung 6 keine
Sattelverbindung liegt, bedeutet, dass der Fluss Fy in dieser Richtung minimal
ist. Mit Lemma 1.30 folgt, dass dort kein metrischer Zylinder liegen kann, da dort
ansonsten eine Sattelverbindung liegen miisste. Angenommen in Richtung 6 liegt
eine unendliche Trajektorie ly, die nicht dicht ist. Sei A # (X,w) die Menge der
Héufungspunkte von ly. Dann ist A invariant unter dem Fluss Fyp. Da A # (X, w)
ist, konnen wir eine Trajektorie v auf dem Rand von A wéhlen. Sei Py der Anfangs-
punkt der Trajektorie. Wir wollen zeigen, dass v eine Sattelverbindung ist. Dafiir
nehmen wir an, dass v keine Sattelverbindung ist, dann ist v mindestens in eine
der beiden Richtungen unendlich. Wir zeigen, dass es eine offene Umgebung von F,
gibt, welche in A enthalten ist. Dies stellt einen Widerspruch da zu der Aussage,
dass P, ein Randpunkt ist. Sei [ ein geoditisches Segment im Lot zu v, das Fp
als einen Endpunkt enthélt. Es geniigt nun zu zeigen, dass ein Intervall [Py, Q]
existiert, das in A enthalten ist. Wenn wir dies auf beiden Seiten machen, erhal-
ten wir die gesuchte offene Umgebung. Mit Lemma 1.25 folgt, dass v an einem
Punkt P, wieder auf f§ trifft. Wenn das Intervall [P, P| eine Teilmenge von A
ist, sind wir an dieser Stelle fertig. Angenommen, dies ist nicht der Fall. Dann
existiert ein @ € [Fo, P1|, das nicht in A enthalten ist. Da A eine abgeschlossene
Menge ist, gibt es ein groBites Teilintervall Iy C [Fy, Pi|, das @) enthélt und im
Komplement von A enthalten ist. Sei P, der Endpunkt von I;, der am néchsten
an Py liegt. Dann ist P, ein Element von A und die Trajektorie durch P, muss eine
Sattelverbindung sein. Da wir, wenn wir mit ~ in einer Richtung ins Unendliche
gehen, I kreuzen wiirden. Da A invariant unter dem Fluss ist, widerspricht dies
aber der Aussage, dass I; im Komplement von A liegt. O

Fiir die rationalen Billards bedeutet dies, dass fiir alle auler abzdhlbar viele Rich-
tungen jede Billard-Trajektorie dicht in () ist. Nahern wir ein allgemeines Billard
durch ein rationales an, erhalten wir die folgenden Resultate fiir topologische Tran-
sitivitdat polygonaler Billards.

Definition 1.27. Ein Fluss heifit topologisch transitiv, falls er einen dichten Orbit
besitzt.

Satz 1.28 Fiir jedes k > 2 gibt es eine G5 dichte Teilmenge in dem Raum einfach
zusammenhdngender Polygone mit k Ecken, welche aus Polygonen mit topologisch
transitiven Billard-Flissen besteht. [MTO02, Theorem 1.10]
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Definition 1.29. Ein metrischer Zylinder in Richtung € ist das isometrische Bild
eines offenen, euklidischen Zylinders aus geschlossenen Geodétischen in Richtung
von 6.

Ein metrischer Zylinder ist maximal, wenn er nicht vergréflerbar ist.

Lemma 1.30 Wenn eine Translationsfiiche (X,w) Singularititen besitzt, besteht
der Rand eines maximalen metrischen Zylinders aus einer endlichen Anzahl an
Sattelverbindungen in Richtung von 0. [MT02, Lemma 1.6]

Beweis. Wenn ein metrischer Zylinder die ganze Fléche fiillt, folgt dass (X,w) ein
flacher Torus ist, welcher keine Singularitéiten besitzt. Der Grund, warum maximale
Zylinder nicht vergrofert werden konnen, (wenn sie nicht die ganze Fliche fiillen)
sind Singularitdten auf dem Rand. U
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1.3 Illuminationsproblem

In diesem Kapitel werden rationale Polygone als Billards betrachtet. Zunéchst wer-
den weitere Begriffe definiert, im Anschluss wird im Speziellen auf rechtwinklige
Dreiecke eingegangen. Fiir eine Vereinigung von gleichschenkligen rechtwinkligen
Dreiecken wird dann ein Beispiel fiir einen nicht vollstdndig illuminierbaren Raum
aufgezeigt. In solchen Dreiecken gilt, dass es keine Billard-Trajektorie geben kann,
die in einem Punkt A des Dreiecks beginnt und wieder nach A zuriickkehrt. Ab-
schlieBend wird ein Beweis gefiihrt, in dem gezeigt wird, dass es auch in der Verei-
nigung allgemeinerer Dreiecke keine Billard-Trajektorie von A nach A geben kann.

Wir bezeichnen die rationalen Polygone mit (). Die Translationsfliche von @), wel-
che durch Entfaltung des Polygons entsteht, wird mit (X,w) bezeichnet. Dieser
Abschnitt wurde auf Grundlage von [Tok95], [Ran17, S. 60] und [Wol19] verfasst.

Definition 1.31. Sei (X,w) eine Translationsfliche. Zwei Punkte A und B in
der Translationsfliche heiflen endlich blockiert, wenn es eine endliche Teilmen-
ge von (X,w) gibt, welche mit jeder Trajektorie zwischen A und B gemeinsame
Punkte hat.

Die Menge dieser Punkte nennen wir blockierende Menge. Die Punkte A und B
diirfen nicht in dieser Teilmenge von (X, w) enthalten sein.

Definition 1.32. Die minimale Kardinalitdt der blockierenden Menge von A

und B wird bezeichnet als
BC(A, B).

Bemerkung 1.33 Per Definition bedeutet BC(A, B) = 0, dass es keine Billard-
Trajektorie zwischen diesen beiden Punkten gibt.

Uberlagerungstheorie

Wir wollen nun einen Exkurs zur Uberlagerungstheorie geben, um im Folgenden
Origamis definieren zu kénnen. Dieser Abschnitt wurde mit Hilfe von [Soe23, S. 88—
90, 98] verfasst.

Definition 1.34. Seien U und U topologische Riume. Eine stetige Abbildung
D U—>U

ist eine triviale Uberlagerung unter der Voraussetzung, dass U # @ ist. Auflerdem
muss ein diskreter Raum F' mit einem Homdomorphismus ¢ : F' x U = U exis-
tieren, sodass das folgende Diagramm kommutiert. Der Homéomorphismus wird
Trivialisierung der trivialen Uberlagerung genannt. pry ist dabei die Projektion
auf die zweite Komponente.
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Abbildung 1.8. kommutierendes Diagramm, Abbildung aus [Soe23]

Definition 1.35. Sei p : X — X eine stetige Abbildung. Wenn jedes z € X
eine Umgebung U besitzt, sodass die induzierte Abbildung p : p~'(U) — U
eine triviale Uberlagerung ist, dann nennt man p Uberlagerungsabbildung oder
Uberlagerung. U wird dann als trivial iiberlagerte Umgebung von z bezeichnet.

Eine Uberlagerung des Torus wird in Abbildung 1.9 dargestellt. Dabei ist der
»Eckpunkt® des Quadrats ein Verzweigungspunkt.

Definition 1.36 (Verzweigte Uberlagerung). Eine verzweigte Uberlagerung
erfiillt Definition 1.35 fiir alle Punkte, aufler fiir die Verzweigungspunkte.

Bemerkung 1.37 Eine Uberlagerung muss nicht surjektiv sein.
Als Faser von p im Punkt y wird die Menge alle Punkte bezeichnet, die von p auf
den Punkt y € X abgebildet werden.

Abbildung 1.9. Verzweigte Uberlagerung eines Torus

Definition 1.38. Gegeben seien zwei Uberlagerungen p : ~)~( —Xund f:Y — X,
die stetig sind. Ein Lift von f ist eine stetige Abbildung f : Y — X mit po f = f.
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1.3.1 Origamis

Wir kénnen Zusammenhénge zwischen der minimalen Kardinalitéit der blockieren-
den Menge zweier Punkte auf Translationsflichen und deren Geometrie herstellen:

Lemma 1.39 Eine Translationsfidche (X,w) ist genau dann ein Origami, wenn
alle Paare requlirer Punkte endlich blockiert sind.

Dann existiert fir jedes dieser Paare A, B ein n € N, sodass BC(A, B) < n ist.
[Woll9, S. 2]

Definition 1.40 (Origami). Eine Translationsfliche (X,w) wird Origami ge-
nannt, wenn eine der beiden Aquivalenzen (i) und (ii) gilt:

(i) X kann als Verklebung von Quadraten dargestellt werden.
(ii) X ist eine Translationsiiberlagerung des einfach punktierten Torus.

Lemma 1.41 Fir ein gegebenes x € Q) giblt es maximal endlich viele Punkte,
welche sich nicht durch eine Billard-Trajektorie mit x verbinden lassen. [LMW16,
Korollar 3]

Lemma 1.42 Gegeben sei ein Polygon Q. Dieses bezeichnen wir als Gauf$ oder
FEisenstein, wenn es durch isometrische Dreiecke der Winkel (7/4,7/4,m/2), bezie-
hungsweise (7/6,7/3,7/2) gefliest werden kann. Rechtecksgefliest bedeutet analog,
dass es durch Rechtecke gefliest werden kann.

(i) Wenn @QQ Gaufs, Eisenstein, oder rechtecksgefliest ist, sind alle Punktepaare end-
lich blockiert.

(ii) Wenn Q nicht Gaufs, Eisenstein oder rechtecksgefliest ist und alle Winkel ganz-
zahlige Vielfache von w/2 sind, dann sind maéglicherweise unendlich viele Punk-
te endlich blockiert, aber jeder Punkt ist nur mit endlich vielen anderen Punkten
endlich blockiert.

(111) Andernfalls sind endlich viele Punktepaare endlich blockiert in Q.
[AW21, Theorem 1.1]

Satz 1.43 Sei Q ein rationales Polygon mit zusammenhdngendem Inneren und
bezeichne (X,w) die Translationsfliche von Q). Dann gelten:

(i) Nur endlich viele Punktepaare von Q) kénnen nicht durch eine Billard- Trajekto-
rie miteinander verbunden werden.

(ii) Die Menge {(A, B) € Q* : BC(A, B) < n} ist fiir jedes n € Z \ {0} endlich
genau dann, wenn (X,w) kein Origami ist.

[Wol19, Theorem 1]

Bemerkung 1.44 Die Aussage (ii) wurde umgekehrt bereits in Lemma 1.39 ge-
troffen.
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1.3.2 Gleichschenklige rechtwinklige Dreiecke

In diesem Abschnitt sei ein gleichschenkliges Dreieck ABC' mit rechtem Winkel
in C gegeben.

-

63

Abbildung 1.10. Gleichschenkliges Dreieck mit rechtem Winkel in C

A

Lemma 1.45 Fs existiert keine Billard-Trajektorie in dem Dreieck AABC' aus
Abbildung 1.10, die in A beginnt und wieder zuriick nach A verliuft. [Tok95, Lem-
ma 3.1]

Beweis. Durch Spiegelungen des Dreiecks AABC erhalten wir ein Gitter in R?,
dieses ist in Abbildung 1.11 dargestellt. Dabei liegt ein Punkt A im Ursprung
des Gitters und alle Ecken A haben ausschliellich gerade Koordinaten. Die Ko-
ordinaten der Eckpunkte B und C' haben immer mindestens eine ungerade Kom-
ponente. Eine Billard-Trajektorie, welche von einem Punkt A zu einem anderen
Punkt A verlduft, muss dann einen Punkt durchlaufen, welcher mindestens ei-
ne ungerade Koordinate hat, also eine Ecke B oder C'. Beispielsweise muss die
Billard-Trajektorie, die von A(0,0) nach A(2m,2n) verlaufen wiirde, durch den
Punkt (m,n) verlaufen. In einer Ecke wird eine Trajektorie allerdings absorbiert,

endet dort also. Somit kann es keine Billard-Trajektorie von A zu A geben. O

A c A o A

2

B B

1 C C s

0
A Cc A c A
0 1 2 3 4

Abbildung 1.11. Gitter mit A im Ursprung
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Lemma 1.46 [n Billards, welche aus Kopien des Dreiecks ANABC' zusammenge-
setzt sind und bei denen die Kopien der Punkte B und C weiterhin Eckpunkte
des Polygons bleiben, konnen keine Billard-Trajektorien von A nach A existieren.
[Tok95, S. 869-870]

Beweis. Der Beweis folgt aus dem Beweis von Lemma 1.45, da sich eine Billard-
Trajektorie in solch einem Polygon auf eine Billard-Trajektorie in dem Drei-
eck AABC zuriickfiithren lassen wiirde, welche nicht moglich ist. Diese Riickfiih-
rung kann als Gegensatz zur Entfaltung von Polygonen veranschaulicht werden:
sobald die Trajektorie auf die Kante zwischen zwei gespiegelten Dreiecken trifft,
wird an dieser Kante zuriickgespiegelt und so erhalten wir eine Billard-Trajektorie
in dem gegebenen Dreieck. O

Bemerkung 1.47 Die Punkte B und C miissen als Eckpunkte des Polygons er-
halten bleiben, da der Beweis von Lemma 1.45 ansonsten nicht mehr funktionieren
wiirde. In diesem wurde gezeigt, dass eine Billard-Trajektorie von A nach A nicht
existieren kann, da diese durch Punkte B oder C' verlaufen wiirde und dort dann
absorbiert wiirde. Wenn B und C' keine Eckpunkte mehr wéren, wiirde diese Fol-
gerung keinen Sinn mehr ergeben.

Es stellt sich die Frage, wie viele Ecken ein Polygon mindestens haben muss, so-
dass sich zwei Punkte im Inneren finden lassen, die wir nicht durch eine Billard-
Trajektorie miteinander verbinden kénnen. Die minimale Anzahl an Ecken, fiir
welche es aktuell ein solches Beispiel gibt, betrigt 22. Dieses Polygon entstand
ebenfalls durch Spiegelungen des Dreiecks AABC und ist in Abbildung 1.12 dar-
gestellt. [Wol19, S. 14-15]

=

Abbildung 1.12. Polygon mit 22 Ecken, bei dem die beiden eingezeichneten
Punkte A nicht durch eine Billard-Trajektorie miteinander verbunden werden
kénnen
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Wir gehen der Frage nach, ob von den Kopien des Dreiecks AABC' in Abbil-
dung 1.12 einzelne weggelassen werden konnen. Hierfiir ist es wichtig zu beachten,
dass die Ecken B und C' des Dreiecks auch im Polygon Eckpunkte bleiben miissen.
Es konnen also nur nach dieser Vorschrift Dreiecke entfernt werden. Wir kénnen
nach einzelner Betrachtung der Dreiecke des Polygons schnell feststellen, dass die-
se essentiell wichtig dafiir sind, dass B und C' als Eckpunkte erhalten bleiben und
somit nicht entfernt werden kénnen.

Uberlegen wir uns also, wie viele Dreiecke fiir ein solches Polygon bendtigt wer-
den: Wir benotigen zwei Punkte A im Inneren, daher werden zweimal acht Dreiecke
benotigt, um die beiden Quadrate zu erhalten. Diese diirfen sich nicht iiberlappen,
da A und A ansonsten iiber eine direkte Gerade verbunden werden kénnten. Da B
und C' Eckpunkte des Polygons bleiben miissen, werden fiir beide Quadrate jeweils
weitere vier Dreiecke benétigt. Die Verbindung der beiden Quadrate kann aller-
dings nicht iiber ein einzelnes Dreieck erfolgen (in diesem Fall kénnte man dann
ein anderes der acht Dreiecke weglassen), da die Dreiecke aufgrund der Entfaltung
immer mit einer Kathete an das Quadrat anschliefen. Die Hypotenusen der Drei-
ecke liegen im Inneren der Quadrate. Wiirden wir jetzt an eines der angefiigten
duBeren Dreiecke das andere Quadrat anschlieflen, so kénnte dies folglich auch
nicht iiber die Hypotenuse passieren. Durch die Verbindung an der freien Kathete
entstiinde allerdings eine direkte Verbindung der beiden Quadrate, iiber die eine
Billard-Trajektorie moglich wére. Auflerdem ist das zweite Quadrat dann nicht
mehr so zusammengesetzt, dass A der Mittelpunkt ist und B und C' Eckpunkte
bleiben. Diese Situation wurde in der folgenden Abbildung zur Veranschaulichung
an das Polygon angezeichnet.
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Abbildung 1.13. Skizzierung des Vorgangs

Somit kommt man insgesamt auf 24 Dreiecke, aus denen das Polygon minimal
bestehen muss. Das Polygon in Abbildung 1.12 besteht aus 24 Dreiecken, es kann
folglich keines davon weggelassen werden. Somit wurde gezeigt, dass unter der
Anwendung von Lemma 1.46 dies die kleinst mogliche Anzahl an Dreiecken ist,
um ein solches Polygon zu erzeugen.
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1.3.3 Translationsfliche des Polygons aus Abbildung 1.12

Die gleichnamigen Seiten in Abbildung 1.14 werden miteinander verklebt. Das ,, F*,
das in die Kopien des Polygons eingezeichnet wurde, dient zur Visualisierung der
durchgefiihrten Spiegelungen.
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Abbildung 1.14. Translationsfliche des Polygons mit 22 Ecken (aus Abbil-
dung 1.12)

Anhand der Abbildung 1.14 wird schnell deutlich, dass die Verklebung der gleich-
namigen Seiten zu einem Origami fithrt, da die Polygone in der Abbildung bereits
aus Quadraten und rechtwinkligen, gleichschenkligen Dreiecken zusammengesetzt
sind. Die gleichschenkligen Dreiecke erginzen sich dann bei der Verklebung zu
Quadraten. Ausgehend davon stellt sich die Frage, welche Art von Billard-Tischen
immer zu Origamis fiihrt.
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Lemma 1.48 Rechtwinklige, gleichschenklige Dreiecke fiihren zu Origamsis.

Beweis. Wie bereits beschrieben und auch an der Translationsfliche in Abbil-
dung 1.14 erkennbar, fithren rechtwinklige, gleischenklige Dreiecke nach der Spie-
gelung und Verklebung zu Quadraten. Da das Polygon jeweils an den unterschied-
lichen Seiten gespiegelt wird, entstehen durch die Spiegelungen parallele Seiten,
welche miteinander verklebt werden. Da rechtwinklige, gleichschenklige Dreiecke
nur Winkel der Groen 7/2 und 7/4 besitzen, fithren die Verklebungen der paral-
lelen Seiten zu Quadraten. Die entstehende Fléche ist also von Quadraten gefliest
und daher ein Origami. d

Bemerkung 1.49 Fiir diese Klasse von Dreiecken konnen wir dann auch die De-
finitionen und Lemmata iiber endliche Blockiertheit und das Illuminationsproblem
anwenden und aulerdem die Eigenschaften, die wir fiir den Torus bewiesen haben,
aufgrund der Uberlagerung iibernehmen.

Satz 1.50 Alle Origamis sind Veech-Flichen.

Beweis. Nach Definition ist das Origami (X, w) eine Translationsiiberlagerung des
einfach punktierten Torus. Nach [GJ00, Theorem 5.5] gilt, dass dies dquivalent da-
zu ist, dass die Veech-Gruppe SL(X,w) kommensurabel zu SL(2,Z) ist. Das heifit,
es gibt eine gemeinsame Untergruppe, die wir mit /" bezeichnen, diese hat in beiden
Gruppen endlichen Index. Wir sagen: [SL(2,Z) : I'] = n und [SL(X,w) : I'] = m.
Dann kénnen wir folgende Formeln fiir die Flacheninhalte der Fundamentalberei-
che (F') aufstellen:
area(Fr) = n - area(Fsp(2,z))

und
area(Fr) = m - area(Fsr(x.w))

Da der Fundamentalbereich von SL(2,Z) endlichen Flacheninhalt hat, hat dann
auch der Fundamentalbereich von SL(X,w) endlichen Flacheninhalt und damit
ist die Translationsflache (X, w) eine Veech-Fliche. O

Lemma 1.51 Fiir das Polygon aus Abbildung 1.1/ gilt, dass jede Billard-Trajekto-

rie in beliebige Richtung 0 entweder periodisch oder eindeutig ergodisch ist.

Beweis. Dies folgt mit Satz 1.21, da die Translationsfliche in Abbildung 1.14 ein
Origami bildet und daher eine Veech-Flache darstellt.
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Beispiel 1.52 Wir mochten das Geschlecht der Translationsfliche aus Abbil-
dung 1.14 bestimmen. Dafiir verwenden wir die Formel aus Lemma 1.13. Fiir
die Berechnung des Geschlechts miissen die Multiplizitdten der Singularitdten be-
stimmt werden. In der folgenden Abbildung wurden diese farblich markiert.
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Abbildung 1.15. Singularitdten des Polygons mit 22 Ecken

Die InnenwinkelgroBen des Polygons betragen w/4, 7/2, 3w/4, 37/2 und 7n/4.
Anhand der eingezeichneten Singularitdten konnen drei Typen festgestellt werden:
Singularitdten mit Ausgangswinkel 37 /4, 37/2 oder 7w /4. Wir erhalten 21 Singula-
ritdten mit Multiplizitdt 3 und eine Singularitdt mit Multiplizitat 7. Die restlichen
Eckpunkte des Polygons sind hebbare Singularitéiten, sie haben alle einen Winkel
von 27 um sich. Betrachten wir alle Singularitéiten des Polygons, miissen wir auch
die hebbaren Singularitédten inklusive der beiden inneren Punkte mitzéhlen. Wir
erhalten dann 48 Singularitéten.



1.3 Nluminationsproblem 28

Es gilt:

Das Geschlecht der Translationsflache ist also 25.

Veech-Gruppe des Polygons aus Abbildung 1.12

Der Abschnitt wurde mithilfe von [Ran13, S. 7, 10] und [Ranl6, S. 39] verfasst.
Die Quelle zur Beschreibung der Hauptkongruenzgruppe ist [Sem].

Wir wollen im Folgenden die Veech-Gruppe von (X, w) bestimmen. Wir wissen,
dass es eine verzweigte Uberlagerung von (X,w) nach T gibt, wobei T ein Torus
ist. Diese Uberlagerung bezeichnen wir mit 7. Sei P der Verzweigungspunkt des
Torus. Dann enthélt 7' (P) = {0y, ..., 043} alle Singularititen. Sei A € SL(X,w),
wobei SL(X,w) die Veech-Gruppe von X bezeichnet. Wir gehen zunéichst davon
aus, dass A(m~*(P)) = #«'(P). Dann ist A-{P} = {P} = A € SL(T). Damit
folgt, dass SL(X,w) eine Teilmenge von SL(T) = SL(2,Z) ist. Wir miissen also
noch zeigen, dass die Gleichheit A(7=1(P)) = 7~ 1(P) gilt. Wir wissen, dass die-
se Gleichung fiir Singularititen gilt, da diese wieder auf Gitterpunkte abgebildet
werden. Bei Betrachtung der Translationsfliche konnen wir schnell erkennen, dass
die hebbaren Singularitdten immer mit drei Singularitdten ein Quadrat bilden. Da
die Gleichung fiir Singularititen gilt und wir den Fliacheninhalt beibehalten, muss
auch die hebbare Singularidt auf einen Gitterpunkt abgebildet werden. Somit ist
die Gleichheit gezeigt.

Wir mochten im Folgenden iiberpriifen, welche Aussagen wir iiber scherende Ma-
trizen in der Veech-Gruppe treffen konnen. Dafiir betrachten wir die Zylinderzer-
legung des Polygons.
Die Translationsfliche des Polygons kénnen wir als Zerlegung in Zylinder dar-
stellen. In den folgenden beiden Abbildungen sind die Zylinderzerlegungen des
Polygons dargestellt.
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Abbildung 1.17. Vertikale Zylinderzerlegung
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Fiir solche Zerlegungen kann Lemma 1.54 angewendet werden:

Definition 1.53 (Kommensurabel). Zwei Elemente ¢ und b € R heiflen kom-
mensurabel, wenn es ein m € R gibt, sodass gilt:

a=k,-mundb=Fk,-m

fiir kg, ky € Z.

Lemma 1.54 Sei (X,w) eine Translationsfliche und (z,) eine Zerlegung in Zylin-
der. Fiir einen Zylinder z; aus der Zerlegung werden die Héhe h; und der Umfang c;
hq

definiert. Wenn die inversen Moduln - kommensurabel sind, existiert ein m € R,

sodass jeder inverse Modul ein ganzzazhliges Vielfaches von m ist. Damit enthdlt

die Veech-Gruppe der Translationsfliche ein Konjugiertes der Matrix ((1) 1/1m>'

Diese Matriz definiert eine horizontale Scherung. [Vee89]

Fiir vertikale Scherungen kann das Lemma analog verwendet werden, dabei wird

eine Matrix der Form L0 erhalten.
1/m 1

Beweis. Wir bezeichnen das kleinste gemeinsame Vielfache der Moduli mit m. Fiir
die horizontale Zylinderzerlegung definieren wir dann die Matrix

=01

Durch A wird hier auf jedem Zylinder ein (eventuell multipler) Twist durchgefiihrt,
welcher die Zylinderrdnder fest lédsst. Dieser Twist ist in der folgenden Abbildung
dargestellt.

](: _' ](‘.
0 1) T 7 0 1)

Abbildung 1.18. Twist eines parabolischen Elements auf Zylindern, in unserem
Fall gilt m = « Abbildung aus [Ranl17, S. 77]

Da die Rénder der Zylinder fest gelassen werden, kénnen wir die Aktionen auf
den einzelnen Zylindern zusammensetzen zu einer affinen Abbildung. Wir erhalten
dadurch A € SL(X,w). Fiir den vertikalen Fall kénnen wir eine Drehmatrix D be-
trachten, durch die die Richtung der Zylinderzerlegung auf die Horizontale abgebil-
det wird. Damit folgt, dass A € SL(X, D-w) ist und somit gilt D™ AD € SL(X,w).
[Ran17, Proposition 5.3 (i)] O
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Fiir unsere Translationsflache gilt sowohl fiir den horizontalen als auch vertikalen
Fall: m = 1/24, da alle Zylinder die Héhe 1 haben und die ¢; € {4,6,8} sind.

Daher wissen wir, dass die Veech-Gruppe mindestens dem Erzeugnis von ((1) 214)

10
und (2 4 1) entsprechen muss.

0 —1
welche eine Punktspiegelung durchfiihrt, in SL(X,w) enthalten ist, da die Bilder
dieser Spiegelung auch bereits in der Abbildung aufgefiihrt sind, man kann sich
in der Mitte der Abbildung einen Punkt denken, durch den die Punktspiegelung
durchgefiithrt wurde.

Daher konnen wir iiber die Veech-Gruppe des Polygons folgende Aussage treffen:

die Veech-Gruppe SL(X,w) entspricht mindestens dem Erzeugnis von (1 24)

Anhand der Abbildung 1.15 kénnen wir bereits erkennen, dass die Matrix < -0 ) ,

01
10 .
und (24 1) und maximal der Gruppe SL(2,7Z).

Da wir wissen, das unsere Translationsflache ein Origami ist, folgt mit Satz 1.50,
dass die Translationsfliche eine Veech-Flache ist.
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1.3.4 Allgemeinere Dreiecke

Sei @ ein Dreieck AABC und seien ZA = n/n und ZB = mm/n. Dabei ist n
gerade und m € N, auflerdem gilt m <n — 1.

Lemma 1.55 In Q existiert keine Billard-Trajektorie von A nach A. [Woll,
Lemma 3.1]

Beweis. Der Beweis wird per Widerspruch gefiihrt, es wird also angenommen, dass
eine Billard-Trajektorie von A nach A existiert und diese wird mit «/(t) bezeichnet.
Wir gehen davon aus, dass diese Trajektorie in A startet. Wir setzen also «(0) = A
und sagen, dass dieser Punkt im Ursprung liegt. Sei Ref(6) die Reflexion an einer
Geraden durch den Ursprung, welche zusammen mit der x-Achse einen Winkel 6
bildet. AuBerdem sei die planare Rotation um diesen Winkel 6§ gegeben durch
Rot(#). Die Diedergruppe von ) kann aufgefasst werden als

r= <Ref<g>, Ref(0)>

Multiplizieren der korrespondierenden orthogonalen Matrizen fithrt uns zu

RefG) Ref(0) = Rot(%”) und (Rot(%))m_lfief(%): Ref(?),

somit lasst sich die Diedergruppe auffassen als Symmetrische-Gruppe eines re-

guldren n-Ecks:
2
I'= <Ref(i), Rot(—ﬂ)> ~ D,
n n

Aus 2n Kopien von @) entsteht ein Polygon, abgebildet in Abbildung 1.19, welches
um den Punkt A aufgefaltet ist. Dieses entstandene Polygon ist die Translations-
fliche von Q).

Abbildung 1.19. Translationsfliche eines Dreiecks AABC mit Winkeln 7/8
und 57/8 und A im Ursprung, gestrichelt ist eine Geodétische eingezeichnet
Abbildung aus [Woll9, S. 17]
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Die Ecke A bildet dabei eine hebbare Singularitét.

Sei a&(t) ein Lift von «a(t) in die Kopie von @, die zum neutralen Element gehort,
so dass fiir geniigend kleines € jedes t € (0,¢) ein a(t) € Q1. besitzt. Diese Kopie
des Dreiecks wird mit Q) bezeichnet. Zum Zeitpunkt ¢t = 0 geht &(t) von Q1.
zu der um 7 rotierten Kopie von () iiber. Die zugehorige Kopie des Dreiecks ist
dabei Q(;y mit 7 = (Rot(%’r))n/2 € I'. Fiir t € [0, €] erhalten wir a(t) = Ta(—t).
Eine Ausweitung dieser Symmetrie fithrt zur Giiltigkeit derselben Gleichung fiir
alle t € [0,7], dabei ist T die kleinste Periodenlidnge von a(t), fiir die eine ge-
schlossene Geodétische auf der Translationsfliche existiert. Wir kénnen jetzt fest-
stellen, dass fiir die Mittelpunkte der Billard-Trajektorien sowohl d(%): d(‘TT)
als auch &(%): T&(%T) gilt. Daher kann gefolgert werden, dass &(%) unter 7
fixiert ist. Da I" auf W_l(int(Q)) agiert, kann d(%) nicht der Bildpunkt eines
inneren Punktes sein, daher muss es der Lift eines Randpunktes sein. Aufgrund
der Konstruktion ist jeder Lift eines Innenpunkts auf einen Eckpunkt von @) fixiert
durch eine einzelne Spiegelung von I, daher muss d(%) eine Singularitét sein. Dies
steht allerdings im Widerspruch dazu, dass &(t) eine geschlossene Geoditische
ist (wenn @&(£)# 0) oder andernfalls dazu, dass T die minimale Periode ist
(wenn &(%)=0).

Folglich kann es keine Billard-Trajektorie von A nach A geben. O
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Fachdidaktischer Teil

Bevor ich auf die Planung und den Aufbau meines Workshops eingehe, mochte ich
zuniichst einen Uberblick iiber die Theorie des fachdidaktischen Teils geben. Dabei
werde ich auf die Themen Problemlosen beim mathematischen Lernen, Weltbilder
der Mathematik und digitale Medien beim mathematischen Lernen eingehen. Die-
se Themenbereiche wurden wahrend der Durchfithrung des Workshops mit den
Lernenden umgesetzt.

2.1 Theoretischer Hintergrund

2.1.1 Problemltsen beim mathematischen Lernen

Problemltseaufgaben fithren zu kognitiver Aktivierung und der Anregung von Dis-
kussionen unter den Lernenden. Daher wurden die Aufgabenstellungen wéhrend
der Forschungsphasen des Workshops sehr offen gehalten und die Lernenden konn-
ten sich an der Simulation ausprobieren. Dieses Kapitel wurde mit [Hrul8] verfasst.
In der Mathematik spricht man beispielsweise von Problemen, wenn in einer Auf-
gabe das Ziel unbekannt ist. Die Lernenden haben dabei ihre Hilfsmittel gegeben
und wissen, womit sie arbeiten konnen, aber das genaue Ziel, auf das sie hinar-
beiten, ist nicht bekannt. Diese Art von Problemen nennt man dialektisch. Der
Unterschied zu géngigen Aufgaben ist, dass diese héufig verlangen, Gelerntes zu
reproduzieren. Beim Problemlésen miissen die Lernenden sich selbst durch Hy-
pothesen Wege iiberlegen, wie sie ihr Ziel erreichen. Typische Beispiele fiir Pro-
blemloseaufgaben sind solche, in denen etwas bewiesen oder widerlegt werden
muss. Problemloseaufgaben sind haufig offen und mehrdeutig. Um eine Losung
zu finden miissen Lernende neue Sichtweisen einnehmen, ihr bekanntes Wissen
neu verkniipfen und kreativ denken, um Ideen zu entwerfen. Diese Art von Aufga-
ben fithrt bei den Lernenden auch zum Weiterdenken und Ausbauen des Themas.
Problemloseaufgaben bendtigen haufig auch Kompetenzen zum eigenstédndigen Ar-
beiten, welche nach Pdlya unter das praktische Kénnen einer Person fallen. Das
Wissen teilt sich dabei auf in die Kenntnis der Tatsachen und das praktische
Konnen.

Problemléseaufgaben sind fiir die Lernenden wichtig, da sie dadurch die Mathe-
matik konstruieren kénnen. Die eigensténdige Arbeit an einem Problem fiihrt zu
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nachhaltigerem Lernen. Auflerdem kann es beim Problemlésen zu emotionalen Mo-
menten kommen, das Durchhaltevermogen und die allgemeine Haltung zu Proble-
men werden durch die Arbeit mit solchen Aufgaben verbessert. Zusétzlich iiben
die Lernenden, ihr Vorgehen zu reflektieren, dariiber zu diskutieren und sie lernen,
wie sie ihre Ergebnisse présentieren konnen.

Das Vorgehen beim Losen eines Problems kann in vier Phasen unterteilt werden:
Verstehen des Problems, Ausdenken eines Plans, Ausfithren eines Plans, Reflexi-
on. In der zweiten Phase ist es wichtig, dass die Lehrenden die Lernenden nur
soweit unterstiitzen, wie notig. Im besten Fall fithren dabei Hilfestellungen zum
Aufrechterhalten der Motivation.

2.1.2 Weltbilder der Mathematik

Die Welthilder der Mathematik spiegeln die unterschiedlichen Einstellungen der
Lernenden gegeniiber der Mathematik wider. Durch verschiedene Fragen, die den
Lernenden gestellt wurden, sollte auch ausfindig gemacht werden, wie die Ein-
stellung der Gruppe in Bezug auf Mathematik ist. Dieser Abschnitt wurde auf
Grundlage von [Wey21]| geschrieben.

Der Begrift der Beliefs taucht im Zusammenhang mit den Weltbildern der Ma-
thematik haufig auf, daher wird an dieser Stelle auch auf diesen eingegangen.
Als Beliefs werden Aussagen bezeichnet, die die Lernenden als wahr betrachten.
Diese subjektive Meinung entsteht unabhéngig von objektiven Beurteilungen. Fiir
einzelne Personen konnen Beliefs auch in unterschiedlichen Abstufungen vorkom-
men. Die Entstehung von Beliefs ist ein Prozess iiber lingere Zeit und der Aufbau
passiert eher unbewusst. Im Gegensatz zum Wissen miissen sie nicht hinterfragt
oder gerechtfertigt werden, auflerdem werden diese Ansichten auch nicht unbe-
dingt vollstandig reflektiert. Man kann den Begriff in drei Kategorien unterteilen:
die globalen, bereichsspezifischen und gegenstandsspezifischen Beliefs. Zur ersten
Kategorie gehort beispielsweise die allgemeine Einstellung gegeniiber der Mathe-
matik. Die bereichsspezifischen Beliefs beziehen sich auf unterschiedliche Teilaspek-
te, beispielsweise konnen sie sich speziell auf Geometrie, Stochastik oder Analysis
beschrinken. Der dritte Bereich bezieht sich auf mathematische Objekte, beispiels-
weise Funktionen oder Zahlbereiche.

Der Bezug zwischen mathematischen Weltbildern und Beliefs ist vermutlich wech-
selhaft, in den unterschiedlichen Lernprozessen in der Schule kommt es mal zu
top-down (die globalen Beliefs beeinflussen die gegenstandsspezifischen Beliefs)
und in anderen Féllen zu bottom-up (gegenstandsspezifische Beliefs legen das ma-
thematische Weltbild fest).

Man kann das subjektive Wissen iiber die Mathematik in unterschiedliche Berei-
che aufteilen: die , Einstellungen iiber Mathematik, das Lernen von Mathematik,
das Lehren von Mathematik und {iber sich selbst (oder andere) als Betreiber von
Mathematik“ [Wey21]. Dabei kann man die Einstellungen iiber Mathematik noch
in verschiedene Unterbereiche aufgliedern, diese beziehen sich dann beispielsweise
nur auf das schulbezogene mathematische Lernen, oder auf mathematische Auf-
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gaben und das Losen von Problemen. Eine dritte Untergruppe legt den Fokus auf
die Niitzlichkeit und Anwendung des Gelernten.

2.1.3 Digitale Medien beim mathematischen Lernen

In diesem Abschnitt wird auf den Nutzen digitaler Medien in Bezug auf das Lern-
verhalten eingegangen. Wiahrend des Workshops haben die Lernenden an iPads
gearbeitet, wodurch die Arbeit an einer Simulation erméglicht wurde, die man an-
sonsten experimentell nicht hitte umsetzen konnen. Dieser Abschnitt wurde mit
Hilfe von [Hil+17] verfasst.

Unter digitale Medien fallen alle elektronischen Gerite, welche den Lernenden
einen Umgang mit digitalen Lernprogrammen ermdoglichen. Beim Umgang mit di-
gitalen Medien stellt sich die Frage, ob sie in der Schule niitzlich sind und welche
Vorteile sich fiir die Vermittlung von Wissen ergeben konnen. Der Durchschnitt
verschiedener Studien zu diesem Thema ergab im Allgemeinen einen positiven
Lerneffekt bei der Verwendung digitaler Medien fiir das Lernen. Die alleinige Ver-
wendung der digitalen Medien unterstiitzt noch nicht in Lernprozessen, es miissen
auch im Umgang die richtigen Methoden zur kognitiven Aktivierung gewéhlt wer-
den. Es darf nicht die Nutzung der digitalen Medien im Zentrum stehen, sondern
der Fachinhalt und der Lernerfolg auf Seiten der Lernenden. Bereits bekannt ist,
dass der Grofiteil der Lernenden den grofiten Lernerfolg erzielen, wenn ihnen der
Lernstoff auditiv und visuell angeboten wird. Reines Lesen oder Horen fithrt zu
weniger positiven Ergebnissen. Durch die Nutzung digitaler Medien ertffnen sich
neue Moglichkeiten fiir visuelle Zugénge zu den unterschiedlichen Themen. Bei-
spielsweise konnen dabei auch Animationen eingesetzt werden, die Ablaufe ver-
anschaulichen, welche ansonsten nur schwer zugéinglich wéren. Die Studien ha-
ben ergeben, dass die sinnvollste Verwendung der digitalen Medien darin liegt,
den traditionellen Unterricht zu ergénzen und nicht zu ersetzen. Bezogen auf die
Dauer der Nutzung digitaler Medien lésst sich der beste Erfolg bei kurzzeitigem
Einsatz feststellen. Man kann dabei auch vom ,, Neuheitseffekt* sprechen, der die
Motivation beschreibt, welche bei Lernenden auftritt, wenn sie mit etwas Unbe-
kanntem arbeiten und die traditionellen Methoden durch Neue ergédnzt werden.
Bei den Lernenden fithren die ersten Verwendungen der digitalen Medien zu Moti-
vationsschiiben, da diese ungewohnt und spannend sind. Der gréfite Nutzen kann
im Umgang mit digitalen Medien allgemein gezogen werden, wenn die Lernenden
zuvor eine Schulung zu diesem Thema erhalten.

Die Konstellation der Lernumgebung nimmt auch einen Einfluss auf den Lerner-
folg: die grofiten Fortschritte konnen hierbei erzeugt werden, wenn die Lernenden
in Paaren arbeiten. Dadurch wird die Kommunikation zwischen den Lernenden an-
geregt, vor allem auch zwischen Lernenden, welche sich normalerweise eher nicht
iiber mathematische Themen unterhalten wiirden. Der Umgang mit digitalen Me-
dien fiihrt auch in anderer Betrachtung zu mehr Kommunikation: die Lernenden
arbeiten selbststédndiger an den Themen, wenden sich bei Fragen und Problemen
direkter an die Lehrkraft, als es in herkémmlichem Unterricht der Fall ist. Die Rol-
le der Lehrkréfte verschiebt sich auf gewisse Weise weg von einer zentralen Rolle
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hin zu einer beratenden oder moderierenden Rolle.

Die Art der verwendeten Lernprogramme spielt in der Betrachtung der Nutzung
digitaler Medien auch eine Rolle. Im Folgenden werden Simulationsprogramme
in Betracht gezogen, da solche auch in dem durchgefiithrten Workshop verwendet
wurden. In Simulationsprogrammen kénnen die Lernenden ihr vorhandenes Wis-
sen nutzen, um verschiedene Situationen zu erzeugen und abzubilden und dadurch
Neues zu erlernen. Mithilfe solcher Programme kénnen beispielsweise Experimente
online durchgefiithrt werden, welche ansonsten weniger leicht umsetzbar wéren.

Der Rest des Kapitels basiert auf [ESL23]. Im Folgenden wird das SAMR-Modell
(Substitution, Augmentation, Modification, Redefinition) betrachtet: Nach diesem
Stufenmodell lésst sich die Verwendung digitaler Medien fiir das Lernen in vier
Kategorien einteilen. In der ersten Stufe des Modells werden die digitalen Medien
verwendet, um analoge Methoden zu ersetzen, ohne dass sich an den Lernprozessen
oder Lernzielen etwas éndert, in der zweiten Stufe wird der Handlungsspielraum
vergroflert, allerdings ohne eine qualitative Lernverdnderung. Diese beiden unte-
ren Bereiche gehoren im Stufenmodell zur Anreicherung, welche abzugrenzen ist
von der Transformation. Zur Transformation gehort die substanzielle Verdnderung
von Lernprozessen und in der obersten Stufe die Neugestaltung von Lernprozessen
oder -zielen, welche ohne digitale Medien nicht moglich waren. Ein Beispiel fiir die
Transformation ist die Verwendung von Simulationen im naturwissenschaftlichen
Unterricht. Die Verwendung der digitalen Medien wahrend des Workshops sind als
oberste Stufe der Transformation einzustufen, da es ohne die iPads nicht moglich
gewesen wire, das [lluminationsproblem experimentell zu erforschen.

Da fiir das erfolgreiche Lernen kognitive Aktivierung von Bedeutung ist, wird in
diesem Abschnitt das ICAP-Modell betrachtet, das das Lernen in vier Kategorien
einteilt: den passiven, den aktiven, den konstruktiven und den interaktiven Modus
(ICAP ergibt sich riickwérts aus den englischen Begriffen der vier Kategorien). Im
passiven Modus werden Lerninhalte nur oberflachlich verarbeitet, die Inhalte wer-
den beispielsweise durch einen Vortrag iibermittelt. Der aktive Modus beinhaltet
das aktive Verhalten der Lernenden, beispielsweise durch das Aufschreiben von No-
tizen. Eine Moglichkeit des konstruktiven Modus stellt das selbststandige Bilden
von Hypothesen zu gewissen Sachverhalten dar. Wenn die Lernenden miteinander
wirken, befinden sie sich im interaktiven Modus. Die beiden letztgenannten Stufen
des Modells sind fiir einen erfolgreichen Lernzuwachs wichtig, da die Lernenden
dabei nicht nur die Lerninhalte betrachten, sondern auch kritisch reflektieren.
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2.2 Planung des Workshops iiber Illuminationsprobleme

Das Thema meiner Masterarbeit hat sich gut angeboten, um dazu einen Workshop
mit einer Schiilergruppe durchzufithren. Wie man anhand des ndchsten Abschnitts
gut erkennen kann, haben die Lernenden bereits einen guten Grundbaustein durch
ihr Vorwissen aus dem Mathematik- und Physikunterricht gesetzt und koénnen
auf diesen wihrend der Arbeit mit dem Illuminationsproblem aufbauen. Fiir mich
personlich hat dieser Workshop eine gute Moglichkeit geboten, meine Masterarbeit
mit meinem Interesse an der Arbeit mit Schiilerinnen und Schiilern zu verkniipfen.

2.2.1 Bildungspline

Ein Blick in die gymnasialen Bildungspléne des Landes Baden-Wiirttemberg der
unterschiedlichen Klassenstufen zeigt, dass sich das Thema mit Lernenden einer
groferen Alters- und Niveauspanne gut umsetzen lésst. Bereits in der Grundschule
kommen die Lernenden mit ersten Spiegelungen in Kontakt und in Klassenstufe
5/6 werden Achsen- und Punktsymmetrie eingefiihrt. Die hoheren Klassenstufen
beschiéftigen sich in Bezug auf Spiegelungen hauptséichlich mit Spiegelungen von
Graphen an unterschiedlichen Achsen in Abhéngigkeit von Parametern in Funkti-
onsgleichungen. [Kula] In der Klassenstufe 7/8 behandeln die Lernenden im Phy-
sikunterricht die Reflexion von Lichtstrahlen [Kulb]. Daher sollte ihnen ab diesem
Zeitpunkt das Reflexionsgesetz gelaufig sein. Dieses besagt, dass der Einfall- und
Ausfallwinkel gleich grof} sind.

2.2.2 Kontext: Mathematik-Informatik-Station (MAINS)

In der MAINS (Mathematik-Informatik-Station) der Heidelberg Laureate Forum
Foundation wurde vom 12. Februar bis 27. August 2023 die Ausstellung ,,Faszinati-
on Spiegelwelten* angeboten. Da das Illuminationsproblem auch mit Spiegeln ar-
beitet, hat es sich thematisch angeboten, dass ich meinen Workshop in der MAINS
durchfithre. Die MAINS bietet ein wechselndes Angebot zu verschiedenen Themen
der Mathematik und Informatik an, wobei auch Fiihrungen fiir Schulklassen ange-
boten werden. Im Anschluss an eine Fithrung am 24. Juli habe ich mit Lernenden

einer 8. Klasse einer Heidelberger Gesamtschule den Workshop zum Illuminations-
problem durchgefiihrt. [MAI]

2.2.3 Detaillierte Planung des Ablaufs

Die Lernenden sollen im Workshop entdecken und erforschen. Das Arbeitsblatt,
welches sie dabei erhalten, ist als Abrundung wie eine kleine Geschichte aufge-
baut, welche die Lernenden zu Hilfsarbeitern von Dr. Ernst Straus macht. Dr. Ernst
Straus sucht einen Raum, welcher durch eine einzige Lichtquelle nicht komplett
erleuchtet werden kann. Die Lernenden erhalten dabei jeweils in Zweiergruppen
die Arbeitsblétter, in einem browserbasierten Programm koénnen sie dann anhand
der Arbeitsauftrage von Dr. Ernst Straus an unterschiedlichen Riéumen die Er-
leuchtbarkeit dieser testen.
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Im Anschluss an die Arbeit mit den Arbeitsauftriagen werden die Beobachtungen
mit den Lernenden besprochen. Dabei wird auf die Beobachtungen der Lernenden
eingegangen und ihnen wird erklédrt, dass es keine rationalen polygonalen Rédume
gibt, in denen sich unendlich viele Punkte nicht erleuchten lassen. Zum Abschluss
wird der Penrose-Raum présentiert, bei dem es zu keinem Zeitpunkt moglich ist,
den kompletten Raum mit nur einer Lichtquelle zu erleuchten. Hierfiir kénnen die
Lernenden anhand einer Animation die Lichtquelle im Raum verschieben und die
Resultate beobachten.

Das Programm, welches wihrend des Workshops von den Lernenden verwendet
wurde, ist eine Simulation von Ray Optics Simulation:
https://phydemo.app/ray-optics/gallery/reflect.

Zur Veranschaulichung eines nicht erleuchtbaren Raumes wurde die folgende Si-
mulation verwendet:
https://demonstrations.wolfram.com/ThePenroseUnilluminableRoom/.

Eine tabellarische Workshopskizze befindet sich im Anhang (A.3, A.4)

Einfiithrung (ca.10 min)

Die Einfiihrung wird anhand einer Powerpoint-Prisentation durchgefiihrt.
Zunédchst werden die Lernenden begriifit, ich stelle mich vor und der Workshop
wird als Teil meiner Masterarbeit an der Universitdt Heidelberg présentiert. Das
[Nluminationsproblem wird zu diesem Zeitpunkt noch nicht genauer ausgefiihrt, es
wird den Lernenden als aktuelles mathematisches Problem aufgezeigt, zu dem sie
mit ihrem aktuellen Wissensstand selbst einiges erforschen kénnen.

Anschlielend werden gewisse Gegebenheiten des Problems mit den Lernenden be-
sprochen, dabei wird auf die Lichtquelle, die verspiegelten Wéande und das Refle-
xionsgesetz eingegangen.

Um einen Bezug zum Arbeitsauftrag herzustellen, werden die Lernenden als For-
schungsteams von Dr. Ernst Straus vorgestellt und bekommen von diesem eine
Simulation, um ihn bei der Arbeit an diesem Thema zu unterstiitzen. Dafiir wird
die Simulation geoéffnet und die wichtigsten Aspekte werden gemeinsam durchge-
gangen, zur Veranschaulichung wird ein Viereck simuliert.

Im Anschluss wird gemeinsam das Arbeitsblatt (A.1) betrachtet und den Lernen-
den wird erklart, dass sie die Hypothesen und Beobachtungen, die sie wéahrend
ihres Vorgehens aufstellen, auf einem Zusatzblatt notieren sollen. Dabei wird auch
erwihnt, dass diese Blatter zwar eingesammelt, aber weder bewertet noch korri-
giert werden.

Die Lernenden diirfen mit ihrer Forschung beginnen, wéahrend eine Powerpoint-
Folie mit ,,Notizen von Dr. Ernst Straus“ zur Unterstiitzung beim Umgang mit
der Simulation eingeblendet wird.

Erste Forschungsphase: Explorieren (ca.10 min)

Wiéhrend der ersten Forschungsphase arbeiten die Lernenden an iPads.

Sie bekommen Zeit, sich mit dem Programm vertraut zu machen und kénnen da-
bei schon erste Rdume ausprobieren.

Erwartet wird fiir diese Phase zunéchst das freie Explorieren anhand der Simula-
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tion, vermutlich zunéchst an konvexen Rdumen und dann die Bildung der ersten
Hypothesen mit dem Ubergang zu konkaven Raumen.

Kurze Reflexion (ca.1min)

Mit den einzelnen Gruppen werden Gespréche gefiihrt, in denen der aktuelle Stand
betrachtet wird und die Hypothesen der Lernenden besprochen werden. Die Grup-
pen werden dann in die zweite Phase iibergeleitet, in der die Hypothesen weiter
ausgefiithrt werden sollen. Sollte bei einzelnen Gruppen Langeweile aufkommen,
kann auch auf andere Formen der Spiegel eingegangen werden und diese Gruppen
konnen im weiteren Vorgehen mit gebogenen Spiegeln experimentieren.

Zweite Forschungsphase (ca. 5 min)

Die Lernenden bekommen noch einmal Zeit, um weitere Hypothesen zu iiberpriifen.

Reflexionsgesprich (ca. 10 min)

Es wird darauf eingegangen, was die Lernenden erlebt haben, wie sie ihr Vorgehen
und ihre Beobachtungen beschreiben und was fiir sie moglicherweise iiberraschend
gewesen ist.

Nachdem die Lernenden diese Fragen beantwortet haben, wurde der aktuelle Wis-
sensstand zum Illuminationsproblem préasentiert: Nach {iber 60 Jahren konnte be-
wiesen werden, dass es nicht moglich ist, ein rationales Vieleck zu finden, welches
sich in gewissen Bereichen nicht erleuchten léasst.

Damit die Lernenden allerdings nicht mit dieser erniichternden Information ent-
lassen werden, wird zum Abschluss noch der Penrose-Raum als Beispiel fiir einen
nicht komplett beleuchtbaren Raum gezeigt. Dieser enthélt allerdings gekriimmte
Wiénde und ist somit nicht polygonal. Mit den Lernenden werden die vorkom-
menden Formen besprochen: elliptische Wéande, zwei Ausschnitte in Form von Pil-
zen/Regenschirmen. Eine Abbildung dieses Raumes befindet sich im Anhang: A.2.
Die Animation des Penrose-Raums wird geoffnet und ein Lernender darf nach
vorne kommen, um verschiedene Positionen der Lichtquelle auszuprobieren. Die
anderen Lernenden kénnen ihn dabei mit weiteren Ideen unterstiitzen.

Fragebogen (ca. 5min) Die Lernenden bekommen einen kurzen Fragebogen
zum Workshop (A.5) ausgeteilt, den sie als Riickmeldung ausfiillen.

Es werden zwei QR-Codes zu den beiden Simulationen gezeigt, falls die Lernenden
sich diese im Nachhinein noch einmal anschauen mochten.
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2.3 Durchfithrung des Workshops iiber
Illuminationsprobleme

An dieser Stelle mochte ich auf die Umsetzung der zuvor beschriebenen Planung
eingehen. Zunéchst werde ich die Lernenden-Gruppe beschreiben und dann auf die
Vorbereitung des Lernsettings eingehen. Im Anschluss werden die Beobachtungen
beschrieben, die ich wahrend meines Workshops machen konnte.

2.3.1 Beschreibung der Lernenden-Gruppe

Die Lernenden-Gruppe ist eine achte Klasse der Internationalen Gesamtschule
Heidelberg (IGH), die aus 23 Schiilerinnen und Schiilern besteht. Der Kontext
des Workshops war ein Ausflug der Klasse in die Spiegelwelten-Ausstellung der
MAINS. Die Gruppe wurde zunéchst durch die Ausstellung gefithrt und hat an-
schliefend in einem anderen Raum an meinem Workshop teilgenommen.

2.3.2 Ablauf des Workshops

Zur Durchfithrung des Workshops wurden an der Padagogischen Hochschule Hei-
delberg 15 iPads ausgelichen, an denen die Lernenden die Aufgabe wihrend des
Workshops bearbeitet haben.

Die Lernenden wurden wiahrend des Workshops in 11 Gruppen eingeteilt. Die
Gruppengroflen beliefen sich dabei auf 9 Zweier- und 2 Dreiergruppen.

Zu Beginn des Workshops gab es eine kurze Einfithrungsphase, wiahrend der alle
Lernenden vor der Leinwand in Stuhlreihen Platz nehmen konnten, damit jeder
die Prisentation gut sehen konnte. Fiir die anschlieBende Forschungsphase waren
weiter hinten im Raum Gruppentische vorbereitet, auf denen die Arbeitsbléitter,
Notizzettel und Kugelschreiber bereits auslagen und die Lernenden sich so schnell
auf diese Plétze verteilen konnten.

2.3.3 Beobachtungen wihrend des Workshops

Es ist direkt am Anfang des Workshops wéhrend der Einfithrung auffillig gewesen,
dass einzelne Lernende kein grofles Interesse an diesem zeigten und nicht motiviert
waren. Den meisten Lernenden ist es schwer gefallen, ihre Gedanken in den Notizen
aufzuschreiben. Ich habe sie im Durchgehen und in Gespréchen iiber ihre bisheri-
gen Uberlegungen immer wieder dazu motiviert, diese zu verschriftlichen. Einzelne
Gruppen waren relativ frith schon gelangweilt oder hatten keine Lust und es war
schwer, diese zu motivieren. Jedoch hatten auch in diesen Gruppierungen Mit-
glieder plotzlich wieder einen Einfall zum Problem und haben diesen ausprobiert.
Andere Gruppen haben auch untereinander {iber das Problem diskutiert und sich
so gegenseitig geholfen oder ausgetauscht, diese Gruppen waren meistens auch mit
groflerem Interesse mit dem Problem beschéftigt. Nicht alle Gruppen haben sich
bei Fragen direkt an mich gewendet, es gab auch einige, bei denen ich gesehen ha-
be, dass etwas nicht klappt und diese dann angesprochen habe. In manchen Féllen
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hat man auch gesehen, dass die Lernenden sich gefreut haben, weil sie dachten ein
Positivbeispiel gefunden zu haben, jedoch haben sie dann kurz danach gemerkt,
dass es doch nicht passt und waren enttauscht.

Wiéhrend der Betrachtung des Penrose-Raums in der Animation ist mir aufge-
fallen, dass relativ viele Lernende kein grofles Interesse mehr gezeigt haben. Die
Animation wurde iiber den Beamer projiziert und ein Schiiler hat die Lichtquelle
an verschiedene Stellen gesetzt. Thm wurde dabei zwar von anderen Lernenden mit
weiteren Ideen geholfen, jedoch gab es leichte technische Schwierigkeiten, was dazu
fithrte, dass das Interesse nachlief.
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2.4 Evaluation des Workshops

Da die Evaluation des Workshops anhand von Fragebogen durchgefiihrt wurde,
werde ich zunéchst den Aufbau dieser Bogen beschreiben. Im Anschluss werden
die Ergebnisse aufgezeigt, dabei wird auf die einzelnen Aspekte eingegangen, die
im Fragebogen angesprochen wurden. Ebenso wird auf die Ergebnisse aus den
Beobachtungen und Hypothesen der Lernenden eingegangen, welche diese auf Zu-
satzbldttern notieren sollten. Abschliefend folgt eine Diskussion des Workshops,
der Ergebnisse und Erkenntnisse.

2.4.1 Fragebogen

Um an die zu Beginn besprochenen theoretischen Themen ankniipfen zu kénnen,
wurde den Lernenden ein Fragebogen ausgeteilt, den sie nach dem Workshop
ausfiillen sollten. Mit Hilfe des Fragebogens sollte die Einstellung der Lernen-
den gegeniiber den unterschiedlichen Themen ausfindig gemacht werden, aufler-
dem konnte so eine Riickmeldung eingeholt werden, wie den Lernenden die Arbeit
mit den offenen Fragestellungen gefallen hat. Der ausgegebene Fragebogen ist im
Anhang zu finden (A.5).

Dieser soll mithilfe offener Fragen auf vier unterschiedliche Aspekte abzielen. In
der ersten Frage wird auf den selbst wahrgenommenen Lerneffekt der Lernenden
eingegangen. Im zweiten Abschnitt wird die selbst wahrgenommene Niitzlichkeit
hinterfragt. Die Lernenden geben an, wie niitzlich sie den Umgang mit dem Il-
luminationsproblem fanden und sollen diese Angabe auch begriinden. Die ersten
beiden Fragen stehen somit in Verbindung mit Theorieteil 2.1.2. Da die Lernen-
den wahrend des Workshops sehr offene Aufgaben bekommen haben, wird in der
néchsten Frage auf die Einstellung der Lernenden zum Problemlésen eingegangen.
Es wird hinterfragt, ob die Lernenden solche Aufgaben gerne 6fter im Mathema-
tikunterricht bearbeiten wiirden. Die Wichtigkeit des Problemlosens im mathema-
tischen Lernen wurde in Abschnitt 2.1.1 dargestellt. Final wird in der letzten Frage
der Workshop allgemein von den Lernenden mit Sternen bewertet und sie sollen
diese Riickmeldung dann auch erkléaren. Dabei sind viele Lernende auch von sich
aus auf die Digitalisierung (siehe Kapitel 2.1.3) eingegangen.
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2.4.2 Ergebnisse

Die Kiirzel pA, nA und kA stehen fiir positive, negative und keine Angaben.

Tabelle 2.1. Quantitative Werte, die sich aus den Riickmeldungsbogen ergeben
haben

Frage pA | nA | kKA

Selbst wahrgenommener Lerneffekt | 17 | 4 2

Selbst wahrgenommene Niitzlichkeit || 10 | 11 | 2

mit Begriindung 6 >
Einstellung zum Problemlosen 19 | 4 0
mit Begriindung 171 2
Einschétzung des Workshops 16 | 7 0
mit Begriindung 11| 6

Von den 23 Lernenden wurden fiir den Workshop im Schnitt 3,8 Sterne vergeben.
Die positive oder negative Bewertung in der Tabelle wurde von diesem Durch-
schnitt abhingig gemacht: 0-3 Sterne ergeben eine negative Angabe, 4-5 Sterne
ergeben eine positive Angabe.

Selbst wahrgenommener Lerneffekt

Die Lernenden, welche den Lerneffekt positiv bewerteten, haben in den meisten
Féllen geschrieben, dass sie Neues iiber das Verhalten von Licht, das Reflexions-
gesetz, die Beleuchtung von verspiegelten Raumen oder das Illuminationsproblem
gelernt haben. Einige sind dabei auch allgemein auf mathematische Probleme ein-
gegangen.

Alle negativ bewerteten Antworten lauteten: Spiegel spiegeln. Diese Aussage habe
ich negativ bewertet, da dies keine neue Erkenntnis darstellt und die Lernenden
somit keine sinnvolle Angabe gemacht haben.

Selbst wahrgenommene Niitzlichkeit

Die positiven Bewertungen gingen héufig mit einem Lernzuwachs iiber das Ver-
halten von Licht (3) oder dem allgemeinen Interesse an der Situation (2) einher.
Ein Lernender hat auch geschrieben, dass er es interessant fand, dass man wéhrend
der Bearbeitung zunéchst denkt, man hétte eine Losung gefunden und es am Ende
dann aber doch nicht so ist.

Viele negative Bewertungen wurden damit begriindet, dass die Lernenden keine
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Réaume finden konnten, die sich nicht komplett erleuchten lassen (2) oder auch da-
mit, dass eine Lernende hinterfragt hat, ob sie das Gelernte in ihrem Leben noch
einmal benotigt.

Einstellung zum Problemlsen

Drei Lernende haben das Problemltsen positiv bewertet, da sie durch die offene
Aufgabenstellung sehr frei arbeiten konnten. Die meisten Lernenden haben diese
Frage positiv bewertet, da sie keinen normalen Mathematikunterricht hatten oder
nicht rechnen mussten (7). Die restlichen Begriindungen lassen sich auf eine grofiere
Abwechslung oder mehr Spaf3 zuriickfiihren.

Die beiden negativen Angaben wurden durch Langeweile und schwerere Aufgaben
beim Problemlosen begriindet.

Einschitzung des Workshops

Auffillig war, dass der Umgang mit den iPads von vielen Lernenden (5) positiv
bewertet wurde. Viele haben im Zusammenhang mit der positiven Bewertung an-
gegeben, dass sie Spafl hatten.

Die negativen Bewertungen waren in einigen Féllen darauf zuriickzufiihren, dass
das Problem nicht 16sbar war (2). Aulerdem wurde sowohl bei den positiven als
auch bei den negativen Angaben erwahnt, dass die Bedienung der Simulation kom-
pliziert war.

Beobachtungen und Hypothesen

Es wurden 7 Notizbldtter mit Hypothesen und 6 mit Beobachtungen abgege-
ben. Den Lernenden ist es jedoch schwergefallen zwischen Hypothese und Be-
obachtung zu unterscheiden. Auf vielen Notizblattern steht ,nicht moglich* oder
,2unmoglich®. Einige Lernende haben als Hypothese notiert, dass mehr Ecken und
Kanten benétigt werden. Eine Gruppe hat als Beobachtung die verschiedenen For-
men, die sie ausprobiert hat, beschrieben oder gezeichnet. Manche Gruppen ha-
ben auch Beobachtungen oder Hypothesen notiert und im Nachhinein Abschnitte
durchgestrichen oder iibermalt.
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2.4.3 Diskussion

Der Umgang der Lernenden mit den Problemltse-Aufgaben kann so interpretiert
werden, dass sie mit diesem Aufgabentyp nicht wirklich vertraut sind. Die Ler-
nenden mussten stark dazu motiviert werden, ihre Gedanken zu notieren und das,
was sie dann notiert haben, war nicht sehr strukturiert. Aulerdem wurden an
einigen Stellen auch Dinge durchgestrichen, die Lernenden haben somit nicht ver-
standen, dass alles was sie notieren, interessante Informationen enthélt. Wiirden
die Lernenden o6fter mit solchen Aufgaben arbeiten und ermutigt, ihre Hypothesen
und Beobachtungen frei zu notieren, dann wiirde der Umgang mit Problemltse-
Aufgaben fiir sie mit der Zeit einfacher. Die Lernenden haben geeignete Losungen
und erachten diese nicht fiir sinnvoll und streichen sie daher weg. Man hat also ge-
merkt, dass bei den Lernenden wenig Kompetenzen zum Problemlésen vorhanden
waren: die Aufgaben stellten somit kein ihnen bekanntes Format da und es konnte
kein Wissen selbstverstéandlich angewendet werden. Allerdings muss an dieser Stel-
le angemerkt werden, dass im Workshop keine Schul-Situation herrschte und dies
in der Schule auch anders sein konnte. Anhand der evaluierten Notizblédtter konn-
te auch die Beobachtung gemacht werden, dass es den Lernenden hierbei schwer
gefallen ist, zwischen Beobachtung und Hypothese zu unterscheiden und ihre Ge-
danken dabei richtig zuzuordnen.

Die auffillig positive Bewertung der iPads kann darauf zuriickgefiihrt werden, dass
die Lernenden in ihrer Schule nicht haufig mit digitalen Medien arbeiten und diese
daher den in Kapitel 2.1.3 beschriebenen Neuheitseffekt hervorgerufen haben.
Durch die gewonnenen Antworten zu der selbstwahrgenommenen Niitzlichkeit
konnten die mathematischen Weltbilder der Lernenden analysiert werden (siche
Kapitel 2.1.2). Dabei ist aufgefallen, dass viele Lernende zwar die Niitzlichkeit po-
sitiv bewertet haben, da sie durch den Workshop einen Wissenszuwachs erfahren
konnten, viele aber auch eine negative Bewertung hinterlassen haben, da sie sich
nicht vorstellen konnen, das Gelernte erneut zu benttigen. Diese Antwort spiegelt
wider, dass die Lernenden Mathematik betreiben, da sie es im Unterricht benétigen
und das Gelernte in Klausuren abgefragt wird, was dariiber hinausgeht ist nicht
relevant oder interessant fiir die Lernenden.

Fiir mein Referendariat werde ich anhand dieser Ergebnisse die Erkenntnis mitneh-
men, dass es sinnvoll ist, mit den Schiilerinnen und Schiilern Problemltseaufgaben
zu bearbeiten und dass man durch die Verwendung digitaler Medien eine gréfere
Motivation seitens der Lernenden erzielen kann. Die Nutzung digitaler Medien im
Mathematikunterricht kann in vielen Bereichen sinnvoll sein, beispielsweise auch
wéhrend der Betrachtung von Funktionen, welche von unterschiedlichen Parame-
tern abhéngig sind. Durch Simulationen konnen hier schnell verschiedene Fille
betrachtet werden, ohne die Notwendigkeit der Zeichnung vieler Graphen. Gut ge-
fallen hat mir dabei auch, dass die Lernenden relativ offen mit ihren Fragen auf
mich zugekommen sind und sich nicht vor Nachfragen oder Diskussionen gescheut
haben. Fiir den Mathematikunterricht ist die, bereits im Theorieteil beschriebene,
wechselnde Lehrerrolle ein positiver Einfluss, da man die Lernenden gezielt bei
ihren Problemen unterstiitzen kann.



3

Literatur

[AW21]  Paul Apisa und Alex Wright. ,,Marked points on translation surfaces*.
In: Geometry €& Topology 25.6 (2021), S. 2913-2961.

[ESL23]  Thérése Eder, Katharina Scheiter und Andreas Lachner. ,,Einsatz digi-
taler Medien fiir einen wirksamen Unterricht“. In: Wirksamer Unter-
richt (2023).

[EW10]  Manfred Einsiedler und Thomas Ward. Ergodic theory. 2010.

[GJOO] Eugene Gutkin und Chris Judge. ,,Affine mappings of translation sur-
faces: geometry and arithmetic“. In: (2000).

[Hil+17]  Delia Hillmayr u.a. Digitale Medien im mathematisch-naturwissen-
schaftlichen Unterricht der Sekundarstufe. Einsatzmdglichkeiten, Um-
setzung und Wirksamkeit. Miinster: Waxmann, 2017.

[Hrul8]  Seval Hrustic. Problemldsen im Mathematikunterricht. 2018.

[HS06] Pascal Hubert und Thomas A Schmidt. An introduction to Veech sur-
faces. 2006.

[Kulal Ministerium fiir Kultus; Jugend und Sport Baden-Wiirttemberg. Mathe-
matik-Bildungsplan. URL: https ://www . bildungsplaene-bw . de/
,Lde/LS/BP2016BW/ALLG/GYM/M. accessed: 01.08.2023.

[Kulb] Ministerium fiir Kultus; Jugend und Sport Baden-Wiirttemberg. Physik-
Bildungsplan. URL: https://www.bildungsplaene-bw.de/,Lde/LS/
BP2016BW/ALLG/GYM/PH. accessed: 01.08.2023.

[LMW16] Samuel Lelievre, Thierry Monteil und Barak Weiss. , Everything is il-
luminated “. In: Geometry & Topology 20.3 (2016), S. 1737-1762.

[Lub91]  Boris D Lubachevsky. ,,How to simulate billiards and similar systems*.
In: Journal of Computational Physics 94.2 (1991), S. 255-283.

[MAT] MAINS. Mathematik-Informatik-Station. URL: www.heidelberg-mains.
org/. accessed: 25.07.2023.

[IMT02]  Howard Masur und Serge Tabachnikov. ,,Rational billiards and flat
structures®. In: Handbook of dynamical systems. Bd. 1. Elsevier, 2002,
S. 1015-1089.

[Oxt52] John C Oxtoby. ,,Ergodic sets®“. In: Bulletin of the American Mathe-
matical Society 58.2 (1952), S. 116-136.

[Ran13]  Anja Randecker. Dreiecksgruppen, die als Veechgruppen auftreten. 2013.


https://www.bildungsplaene-bw.de/,Lde/LS/BP2016BW/ALLG/GYM/M
https://www.bildungsplaene-bw.de/,Lde/LS/BP2016BW/ALLG/GYM/M
https://www.bildungsplaene-bw.de/,Lde/LS/BP2016BW/ALLG/GYM/PH
https://www.bildungsplaene-bw.de/,Lde/LS/BP2016BW/ALLG/GYM/PH
www.heidelberg-mains.org/
www.heidelberg-mains.org/

3 Literatur 48

[Ran16]
[Ran17]

[Ros|

[Sem]
[Soe23]
[Tok95)]

[Vee89)]

[Wey21]

[Wol19]

Anja Randecker. Geometry and topology of wild translation surfaces.
KIT Scientific Publishing, 2016.

Anja Randecker. Skript zur Vortragsreihe ,Unendliche Translations-
flichen®. 2017.

Universitét Rostock. Kapitel 6 - Hamiltonsche Mechanik. URL: https:
/ /www . uni - rostock . de / storages / uni - rostock / Alle _ MNF /
Physik_Qms/Lehre_Scheel/theo_II/Theor_Phy_II_Kapitel_6_-
_Hamiltonsche_Mechanik.pdf. accessed: 22.09.2023.

IT Seminar zur Funktionentheorie. ,, Kongruenzuntergruppen und dis-
kontinuierliche Gruppen®. In: ().

Wolfgang Soergel. Fundamentalgruppe und Uberlagerungstheorie. 2023.
George W Tokarsky. ,,Polygonal rooms not illuminable from every
point“. In: The American Mathematical Monthly 102.10 (1995), S. 867—
879.

William A Veech. ,, Teichmiiller curves in moduli space, Eisenstein series
and an application to triangular billiards“. In: Inventiones mathemati-
cae 97 (1989), S. 553-583.

Benedikt Weygandt. Mathematische Weltbilder weiter denken. Springer
Spektrum Wiesbaden, 2021.

Amit Wolecki. lllumination in Rational Billiards. 2019.


https://www.uni-rostock.de/storages/uni-rostock/Alle_MNF/Physik_Qms/Lehre_Scheel/theo_II/Theor_Phy_II_Kapitel_6_-_Hamiltonsche_Mechanik.pdf
https://www.uni-rostock.de/storages/uni-rostock/Alle_MNF/Physik_Qms/Lehre_Scheel/theo_II/Theor_Phy_II_Kapitel_6_-_Hamiltonsche_Mechanik.pdf
https://www.uni-rostock.de/storages/uni-rostock/Alle_MNF/Physik_Qms/Lehre_Scheel/theo_II/Theor_Phy_II_Kapitel_6_-_Hamiltonsche_Mechanik.pdf
https://www.uni-rostock.de/storages/uni-rostock/Alle_MNF/Physik_Qms/Lehre_Scheel/theo_II/Theor_Phy_II_Kapitel_6_-_Hamiltonsche_Mechanik.pdf

Anhang

A.1 Fachdidaktischer Teil

Forschungsteam von

Dr. Ernst Straus

&

\ Forschungsauftrag

Herr Straus ist auf der Suche
nach verspiegelten Raumen,
die sich durch eine Lichtquelle
nicht vollstindig beleuchten
lassen. Ihr seid sein
ausgewihltes

Forschungsteam und sollt ihn
bei dieser Suche unterstiitzen.

Forschungsphase

Macht euch mit dem
Programm bekannt und sucht
fir Herrn Straus nach solchen
Riumen. Welche Hypothesen
konnt ibr dabei formulieren?
Wie konnt jhr eure Rdaume
verandern, um seinen
Arbeitsauftrag zu erfiillen?

Beobachtung

Welche Beobachtungen kbnnt
ihr wahrend eurer Arbeit mit
dem Programm machen?
Was uberrascht euch
vielleicht auch dabei?

Abbildung A.1. Arbeitsblatt des Workshops

Abbildung A.2. Penrose-Raum, Grafik entnommen aus: https://mathworld.
wolfram.com/IlluminationProblem.html
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10min

Einfilhrung
BegriiBung der Su$, Vorstellung von mir: Masterstudentin an der Uni HD, Lehramt
Mathematik und Chemie; Workshop im Zuge meiner Masterarbeit
Einstieg in das Thema: Bild von Dr. Ernst Straus = mathematisches Problem existiert,
aktuelle Forschung, dazu kénnt ihr auch schon vieles und kénnt daher an diesem Problem
arbeiten
Voriiberlegungen:
= Alle Wande der Rdume sind aus verspiegeltem Material
= Reflexionsgesetz: Einfallswinkel = Ausfallswinkel
= Llichtstrahlen werden unendlich oft weitergespiegelt
er hat ein mathematisches Problem gefunden, dass noch nicht gelost ist und bendtigt
dafiir die Hilfe eines Forschungsteams. Ihr seid dieses Forschungsteam und habt extra eine
Simulation bekommen, mit dem ihr Herrn Straus bei seiner Suche unterstiitzt.
Erklarungen an Hand des Programms:
»  Funktionsweise des Programms 4-Eck simulieren (wird auch am Ende als Uberblick
wahrend der Forschungsphasen der SuS mit dem Beamer projiziert)
- Anrasten
- Objekte sperren
- Spiegel Segment
Gemeinsame Betrachtung des Abs
=  Hypothesen und Beobachtungen auf dem beigefligten Blatt notieren
= Diese Blatter werden nicht bewertet, aber ich sammel sie am Ende ein, da es fiir
meine Masterarbeit interessant ist: mich interessiert, wie ihr mit den
Forschungsfragen umgeht

Notizen von Herrn Straus als Unterstiitzung wahrend der Arbeit

10min

Erste Forschungsphase: Explorieren
Die SuS bekommen Zeit, sich mit dem Programm vertraut zu machen und kénnen dabei
schon erste Raume ausprobieren
Erwartungen:
¥ Zunachst wildes explorieren (vermutlich an konvexen Raumen)
Dann bilden von ersten Hypothesen: testen von konkaven Rdumen

Gespriche mit den einzelnen Gruppen: aktuellen Stand anschauen, im Gesprich gebildete
Hypothesen besprechen und die Gruppen dann fiir die zweite Phase weiterflihren
Worauf wirdet ihr achten, wenn ihr einen solchen Raum bauen sollt?

Imin » Mehr Ecken und Zacken in die Rdume einbauen
Wenn einzelne Gruppen schon sehr weit sind oder Langeweile aufkommt: wie kénnten die
R3ume noch veridndert werden, damit es funktioniert? (auf welche Art von Spiegeln
haben wir uns bisher beschrankt?) = gebogene Spiegel
. Zweite Forschungsphase
Smin

Die SuS bekommen noch einmal Zeit, um weitere Hypothesen zu iberprifen.

Abbildung A.3. Verlaufsskizze des Workshops Teil 1
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Reflexionsgesprich

Woas habt ihr erlebt?

Wie seid ihr allgemein vorgegangen?

Welche Beobachtungen konnten gemacht werden? Es konnte kein solcher Raum gefunden
werden

Was hat daran Uberrascht? Egal wie viele Ecken man eingebaut hat, hat es nicht
funktioniert

Das haben die Mathematiker auch gemacht! 68 Jahre, bis das bewiesen wurde

Tatsachlich ist es, wie ihr jetzt auch vermuten konntet, nicht moglich ein Vieleck zu finden
(! Rationalitat!), dass sich in gewissen Bereichen nicht erleuchten |dsst, das wurde aber

A0min auch erst 2018 herausgefunden.
Lag das vielleicht an der Arbeitsvorschrift? Nur Geraden betrachtet, keine Krimmungen
Ich habe aber ein Beispiel mitgebracht fir einen Raum, in dem das funktioniert. Geniale
Idee: Er wurde von Roger Penrose entdeckt und enthalt gekrimmte Wande. Zuerst den
Raum zeigen: sieht schonmal sehr komisch aus, oder? und die Formen besprechen, die
vorkammen (zwei elliptische Wénde, zwei Ausschnitte in der Form von
Pilzen/Regenschirmen). = 8 Jahre benotigt, um den Raum zu finden
Fragebogen
Die SuS bekommen einen kurzen Fragebogen zum Workshop, den sie als Feedback
3min | ausfillen.

Wer Lust hat darf sein Handy auspacken und die QR-Codes einscannen, wenn man es
nochmal anschauen will

Abbildung A.4. Verlaufsskizze des Workshops Teil 2
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Riickmeldung zum Workshop

Was hast du aus deiner Sicht heute gelernt?

oy

‘\-\u
=

Wie niitzlich fandest du die Beschaftigung mit dem lluminationsproblem? Warum?

~
——— S S

Sollte es solche ,,Forschungsaufgaben” ofter in eurem Matheunterricht geben? Wenn ja/nein, warum?
1

Wie viele Sterne wiirdest du dem Workshop geben und warum? +r & ¥ % 3

L2 T
S S S

Abbildung A.5. Fragebogen zur Evaluation des Workshops
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