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ABSTRACT
This bachelor thesis is about Lowner-John ellipsoids and the special Steiner inellipse, as well
as the geometric connection between the roots of a complex cubic polynomial and its deriva-
tive. The central result is given by Marden ‘s theorem, which shows an exact position of these
roots: The roots of the derivative of the polynomial correspond to the foci of the Steiner
inellipse of the triangle spanned by the roots of the polynomial. To prove this theorem, a
short introduction to convex geometry is adduced and based on that Lowner-John ellipsoids
are considered. In order to proof finally the theorem of Marden, the Steiner inellipse and its

associated properties are discussed, to take it as a geometric configuration for that proof.

ZUSAMMENFASSUNG
In dieser Bachelorarbeit geht es grundlegend um Lowner-John-Ellipsoide und die besonde-
re Steiner-Inellipse sowie den geometrischen Zusammenhang zwischen den Nullstellen eines
komplexen Polynoms dritten Grades und dessen Ableitung. Das zentrale Ergebnis liefert der
Satz von Marden, der eine genaue Position dieser Nullstellen aufzeigt: Die Nullstellen der
Ableitung des Polynoms entsprechen den Brennpunkten der Steiner-Inellipse des durch die
Nullstellen des Polynoms aufgespannten Dreiecks. Um jenen Satz zu beweisen, gibt diese Ar-
beit eine kurze Finfiihrung in die konvexe Geometrie, auf deren Basis Lowner-John-Ellipsoide
betrachtet werden, zu denen insbesondere auch die Steiner-Inellipse gehort. Die Charakte-
risierung der Steiner-Inellipse durch ihre zugehorigen Eigenschaften ermoglicht letztendlich
eine Auffassung ihrerseits als geometrische Anordnung fiir den Beweis des Satzes von Mar-

den.
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1 Prolog

Der Satz von Marden stammt urspriinglich von dem Mathematiker Jorg Siebeck, der ihn
bereits im Jahre 1864 entdeckt und in einer Arbeit iiber ihn berichtet hat. Da der Mathe-
matiker Morris Marden diesen Satz in neun wissenschaftlichen Artikeln im Zeitraum von
1864 bis 1928 zitiert und darauf verweist, ist er heute unter seinem Namen besser bekannt.
Bevor der iiber 150 Jahre alte Satz ndher beschrieben wird, verdeutlicht das nachfolgen-
de Beispiel zuerst den Hintergrund des Satzes. Dazu werden die Nullstellen des Polynoms
p(z) := (x — 1)(z — 2)(x — 3) betrachtet, welche durch =1 = 1, zo = 2, x3 = 3 gegeben
sind. Die Nullstellen der Ableitung p'(z) = 3z*> — 122 + 11 des Polynoms p sind hingegen
x| = 2—? ~ 1.42 und zf, = 2—1-\/?3 ~ 2.58. Dabei féllt auf, dass die Nullstellen der Ableitung
p’ zwischen den Nullstellen des Polynoms p selbst liegen, da =1 < 2} < 2, < z3 gilt. Diese
Tatsache ist kein Zufall und vor diesem Hintergrund wird sich im Folgenden dem Satz von
Marden gewidmet. (vgl. [Chal, S. 101f. und [Kal], S. 330f.)

Werde ein komplexes Polynom dritten Grades mit drei nichtkollinearen, einfachen Nullstel-
len betrachtet, so spannen jene drei Nullstellen in der komplexen Zahlenebene ein konvexes
Dreieck auf. In der Welt der Konvexitidt besagt der Satz von Gauss-Lucas, dass die Null-
stellen der Ableitung eines solchen komplexen Polynoms innerhalb des von den Nullstellen
des Polynoms induzierten Dreiecks liegen. Somit besteht zwischen dem Polynom und dessen
Ableitung nicht nur ein Zusammenhang durch die Differentialrechnung, sondern auch eine
geometrische Beziehung durch die jeweiligen Nullstellen. Uber den beschriebenen Satz von
Gauss-Lucas hinaus liefert der Satz von Marden die exakte Position der Nullstellen der Ab-
leitung in jenem Dreieck. Es existiert zu jedem so aufgespannten Dreieck eine einzigartige
Ellipse, die sogenannte Steiner-Inellipse, die diesem Dreieck einbeschrieben ist und genau die
Mittelpunkte der Dreieckseiten beriihrt. Aufgrund dieser Konfiguration ist sie ein Ellipso-
id mit maximalem Volumen in jenem konvexen Dreieck und somit auch ein Léwner-John-
Ellipsoid. Letztendlich entsprechen die Nullstellen der Ableitung dann nach dem Satz von
Marden gerade den beiden Brennpunkten dieser besonderen Steiner-Inellipse. In der nach-

folgenden Abbildung 1.1 ist dieser geometrische Zusammenhang zu erkennen. (vgl. [Min],
S. 679)



Abbildung 1.1: Satz von Marden

Dabei entsprechen die schwarzen Punkte den Nullstellen eines komplexen Polynoms vom
Grad drei, die ein Dreieck aufspannen, welches grau dargestellt ist. Die zu diesem Dreieck
zugehorige Steiner-Inellipse ist rot gefarbt und deren Brennpunkte, die mit den Nullstellen

der Ableitung jenes Polynoms iibereinstimmen, sind in blau gekennzeichnet.

Diese Ergebnisse werden in den folgenden Kapiteln dieser Arbeit mithilfe einfacher kon-
vexer, affiner Geometrie genauer beleuchtet. Dazu werden im folgenden Kapitel zuerst die
Grundlagen der konvexen Geometrie dargestellt. Diese beinhalten einige Definitionen und
Satze zu konvexen Mengen und ihren Eigenschaften. Des Weiteren werden nichtsingulére,
affine Abbildungen eingefiihrt und der Erhalt der Konvexitit unter solchen Transformatio-
nen nachgewiesen. Im dritten Kapitel werden dann Ellipsoide betrachtet und insbesondere
Lowner-John-Ellipsoide in der zuvor eingefiihrten konvexen Welt demonstriert. Danach wer-
den im vierten Kapitel die Steiner-Inellipse und ihre bedeutenden Eigenschaften thematisiert.
Hierzu gehéren neben der Existenz und der Eindeutigkeit noch einige Definitionen und Sat-
ze zu den geometrisch charakteristischen Grofen sowie der Beweis, dass die Steiner-Inellipse
auch ein Léwner-John-Ellipsoid ist. Zusitzlich wird im vierten Kapitel auch der Ubergang
in die komplexe Zahlenebene gegeben, um weitere Eigenschaften zu zeigen, die im fiinften
Kapitel im Beweis des Satzes von Marden Anwendung finden. Jener Beweis kann somit durch
die zuvor eingefiihrten Methoden und Eigenschaften abgeschlossen werden und mit einem

geeigneten Beispiel veranschaulicht werden.



2 Einfihrung in die konvexe

Geometrie

Zu Beginn werden in diesem Kapitel einige grundlegende Definitionen und Sétze der konve-
xen Geometrie aufgefiihrt. Dazu gehort die Betrachtung konvexer Mengen und der Erhalt
derer Eigenschaften unter nichtsinguliren, affinen Transformationen. Diese Einfiihrung bil-
det die Grundlage des Rahmens, in dem anschliefsend Lowner-John-Ellipsoide prasentiert
werden. Dabei sei zunichst der Raum fiir jene Betrachtungen der reelle, n-dimensionale

Vektorraum R"™, wobei dieser endlichdimensional ist, also stets n € N mit n < oo gilt.

(2.1) Definition (konveze Menge)
Sei M C R™ eine Menge. Dann heifit M konvez, falls fiir alle A € [0,1] C R und alle z,y € M
gilt:
Ar 4+ (1—=XNy e M. (2.1)

(2.2) Beispiel (konveze und nichtkonvexe Mengen)
Anschaulich betrachtet ist eine Menge genau dann konvex, wenn sie auch jeweils die gesamte
Verbindungsstrecke zweier in ihr enthaltener Punkte enthédlt. Demnach ist in diesem Beispiel
in Abbildung 2.1 die Menge M C R? konvex und die Menge N C R? nicht konvex, weil es in
N offensichtlich Punktepaare gibt, deren Verbindungsstrecken nicht vollstédndig in /V liegen.

S
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.

Abbildung 2.1: konvexe Menge M und nichtkonvexe Menge N



Im Anschluss wird die Eigenschaft der Konvexitit auf geometrische Korper iibertragen.

(2.3) Definition (konvezer Korper)
Sei K C R" eine Menge. Dann heift K konvezer Kdrper, falls folgende Eigenschaften erfiillt

sind:

(i) K ist konvex,

(ii) K ist kompakt und
(ili) int(K) # @,

wobei int(-) dem Inneren einer Menge entspricht.

(2.4) Beispiel (konveze Kirper und nichtkonvere Kdrper)
Seien M, N C R?® Mengen, die wie folgt definiert sind:

2 2 2

M:_{(x,y,z)eR3 %+%+%§1}, (2.2)
.1:2 y2 22

N::{(l‘,y,z)ER?) ?4_?_@:0}' (23)

Dann ist die Menge M, die nachfolgend grafisch durch die linken Figur dargestellt ist, ein
Beispiel fiir einen konvexen Korper und die Menge N, die durch die rechte Figur angedeutet
ist, ein Beispiel fiir einen nichtkonvexen Korper, weil (i) N nicht konvex ist und (ii) N nicht

kompakt ist. Dadurch ist die Definition (2.3) fiir konvexe Korper fiir N nicht erfiillt.

Abbildung 2.2: konvexer Kérper M und nichtkonvexer Korper N

Im Weiteren wird gezeigt, wie sich konvexe Mengen und Koérper unter nichtsinguldren, affinen
Transformationen verhalten. Die resultierenden Ergebnisse sind spéter in den Beweisen fiir

die Allgemeingiiltigkeit der Aussagen von grofser Bedeutung.



(2.5) Definition (affine Abbildung)
Seien A € R™ " eine quadratische Matrix und b € R™ ein Vektor. Dann heiftt eine Abbildung
fap : R" = R" der Form
fap(x) =Ax +0 (2.4)

affine Abbildung.

(2.6) Definition (nichtsingulire, affine Abbildung)
Sei fap eine affine Abbildung wie in (2.5) definiert. Dann heift f4, insbesondere nichtsin-
guldre, affine Abbildung, falls det(A) # 0 gilt, wobei det(-) der Determinante einer Matrix
entspricht.

(2.7) Bemerkung (nichtsinguldre, affine Abbildung)
Es ist nun ersichtlich, dass die Matrix A einer nichtsinguldren, affinen Abbildung f4, eine
nullpunkterhaltende Verdnderung des Raumes bewirkt und der Vektor b eine anschliefsende
Translation erzeugt.
Beweis: Seien A € R™*™ eine Matrix und b € R" ein Vektor. Zeige zuerst, dass die nichtsin-
guldre Abbildung fa0 : R" — R", definiert durch

fao(z) = Az, (2.5)

den Nullpunkt erhélt.
Sei dazu 0 € R" der Nullpunkt des Vektorraumes R"™. Dann folgt fiir alle A offensichtlich,

dass
faol0)=A-0=0 (2.6)

gilt. Die Rechengesetze lassen das additive Hinzufiigen eines Vektors b € R™ zu, ohne dass die
Wirkung der Matrix A auf = dadurch beeinflusst wird, wodurch folgt, dass die nichtsingulére,
affine Abbildung fa, : R" — R", definiert durch

fA’b(fL') = fA70($) + b, (27)

letztendlich eine simple Translation von fao(z) um b beschreibt. (vgl. [Spi], S. 2) O

(2.8) Satz (Bijektivitit einer nichtsinguliren, affinen Abbildung)
Eine nichtsingulire, affine Abbildung f ist bijektiv.
Beweis: Sei f eine nichtsinguldre, affine Abbildung. Zeige, dass f bijektiv ist, indem Injek-

tivitdt und Surjektivitdt nachgewiesen werden.



(i)

Zur Injektivitdt: Seien x,y € R", dann folgt aus f(x) = f(y) fir alle z,y
fla)=Az+b=Ay+b= f(y) (2.8)

und somit
r=y. (2.9)

Zur Surjektivitdt: Sei y € R™, dann existiert ein z € R™, sodass f(x) = y gilt. Da

Ty ={A"(y - )} (2.10)
ist, setze also
r:=A"(y —0), (2.11)
womit folgt:
fla)=fA"y—b) =44 (y—b) +b=1y. (212)

Dabei beschreibt (-)~! das Inverse einer Matrix und E,, die Einheitsmatrix. In diesem
Fall ist dies auch wohldefiniert, denn A ist nach Definition (2.6) nichtsingulér und

somit invertierbar.

Da f injektiv und surjektiv ist, folgt insgesamt, dass f bijektiv ist. [

(2.9) Satz (Bild eines konvezen Kdrpers)

Das Bild eines konvexen Korpers K unter einer nichtsinguléren, affine Abbildung f ist wieder

ein konvexer Korper.

Beweis: Seien K C R" ein konvexer Korper und f eine nichtsinguldre, affine Abbildung.

Zeige, dass f(K) ein konvexer Korper ist. Verwende dazu Definition (2.3).

(i)

(1)

Zeige, f(K) ist konvex:
Seien x,y € K und A € [0,1] C R, dann folgt mit Definition (2.1) und (2.5):

Af(x) + (1 =N fy) = fAz) + (1 = A)y) (2.13)
= f\z+ (1= Ny) € f(K) (2.14)
eK

Zeige, f(K) ist kompakt:

Da f insbesondere eine affine Abbildung zwischen zwei endlichdimensionalen Vektor-
rdumen ist, ist f auch stetig. Somit ist die Aussage durch den folgenden, bekannten
Satz aus der Analysis gezeigt: Das Bild einer kompakten Menge ist unter einer stetigen
Abbildung wieder kompakt.



(iii) Zeige, dass int(f(K)) # @ gilt:
Diese Aussage ist klar, denn angenommen es gelte int(f(K)) = &, dann folgt daraus
sofort, dass f(/K) nicht konvex ist und dies steht im Widerspruch zu (i).

Somit ist der Satz bewiesen. (vgl. [Mar], S. 2) O

(2.10) Beispiel (Bild eines konvexen Kdrpers)
Seien K := Az 2523 ein Dreieck mit den Eckpunkten z; := (—v/3, —1), 2 := (v/3,—1) und
z3 := (0,2) und fa, eine nichtsingulire, affine Abbildung definiert durch

2 0 0
f(z) = (0 _1> x + (1> . (2.15)

Dann ergibt sich die nachfolgend dargestellte Transformation von K zu K := f(K) in
Abbildung 2.3.

Abbildung 2.3: Transformation von K ENY e

2 0
Dabei ist zu festzustellen, dass die Matrix (O ) eine Streckung in z-Richtung um den



0
Faktor 2 und eine Spiegelung an der z-Achse bewirkt. Der Vektor ) sorgt anschliefend

fiir eine Verschiebung um eine Einheit in y-Richtung. Es sind also die beschriebenen Ei-
genschaften aus Bemerkung (2.7) zu erkennen und insbesondere ist zu bemerken, dass die
Seiten in Seiten und die Eckpunkte in Eckpunkte iibergehen. Zusétzlich ist auch der Erhalt
der Konvexitit unter dieser Transformation, wie schon in Satz (2.9) gezeigt, gewahrt.

(vgl. [Wer]|, S. 37 und 39)



3 Lowner-John-Ellipsoide

In diesem Kapitel werden nun Ellipsoide eingefiihrt und speziell Lowner-John-Ellipsoide
préasentiert, deren Existenz auf den zuvor betrachteten Eigenschaften konvexer Mengen ba-
sieren. Diese Gegebenheit bildet die iibergeordnete Struktur, die im weiteren Verlauf bei der
Steiner-Inellipse wieder aufgegriffen wird. Fiir die Betrachtung jener Ellipsoide wird nach

wie vor der reelle, n-dimensionale Vektorraum R” mit n < co verwendet.

(3.1) Definition (Euklidische Einheitskugel)
Sei B[m;r] eine Menge, die alle Punkte um einen Mittelpunkt m € R™ mit einem Radius

kleiner oder gleich r € R enthélt und wie folgt definiert:
Blm;r] :={x e R" | ||z —m]|2 < 1}, (3.1)

wobei || - || der euklidischen Norm entspricht. Falls nun fiir den Mittelpunkt m = 0 und den
Radius r = 1 gilt, dann heifit B[0; 1] euklidische Einheitskugel.

(3.2) Definition (Ellipsoid)
Seien B|0;1] die euklidische Einheitskugel und f4;, : R™ — R™ eine nichtsingulire, affine
Abbildung wie in (2.6) definiert. Dann heift £, gegeben durch

E = fap(B[0;1]) = A(B[0;1]) + b= {z € R" | [A (z — )] < 1}, (3.2)

Ellipsoid. Dabei entspricht b € R™ dem Mittelpunkt des Ellipsoids.
Ein solches Ellipsoid ist wohldefiniert aufgrund der Wohldefiniertheit der Abbildung fa .

(3.3) Bemerkung (Findeutigkeit der Abbildung)
Die Abbildung f4, ist durch ein Ellipsoid E, wie in (3.2) definiert, eindeutig bestimmt.
Beweis: Seien f1, fo : R™ — R” zwei nichtsingulire, affine Abbildungen, gegeben durch

fi(z) = Az + by und (3.3)
fo(x) = Asw + by (3.4)



und BJ[0;1] die euklidische Einheitskugel. Ferner sei ein Ellipsoid E durch die zwei Abbil-
dungen fi, fo gegeben: E = f1(B[0;1]) und E = f5(B]0; 1]). Zeige, dass fi; = f, gilt.

(i) Betrachte zunéchst 0 € B[0;1] C R", dann gilt:
f1(0>:A10+b1:b1:b2:A20+b2:f2(0> (35)
(ii) Gelte nun b; = by aufgrund von (i), dann gilt fiir ein beliebiges x € B[0; 1] C R™:

fl(.%’):Al'.Z'+b1:A2'$+blzf2($):>A1:A2. (36)

Da A; = A und by = by gilt, folgt f; = f> und somit ist die Abbildung eindeutig bestimmt. []

Als néchstes wird die Existenz eines Ellipsoids mit groftmoglichem Volumen gefolgert, das

vollsténdig in einem konvexen Koérper enthalten ist und somit dem Kérper einbeschrieben ist.

(3.4) Definition (Lowner-John-FEllipsoid)
Seien K C R" ein konvexer Korper und £ C K ein in K enthaltenes Ellipsoid, dann heifst

E Lowner-John-Ellipsoid, wenn E die Eigenschaft maximalen Volumens besitzt.

(3.5) Beispiel (Lowner-John-Ellipsoid)
Die nachfolgende Abbildung 3.1 zeigt einen konvexen Koérper K C R? mit einem einbeschrie-
benen Ellipsoid 2 C K. Das Volumen des Ellipsoids E ist im konvexen Korper K maximal,

das heifst, es gibt kein weiteres Ellipsoid in K mit groferem Volumen. Somit ist das gezeigte
Ellipsoid F nach Definition (3.4) ein Léwner-John-Ellipsoid.

Abbildung 3.1: Lowner-John-Ellipsoid
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(3.6) Satz (Existenz eines Lowner-John-Ellipsoids)

Jeder konvexe Korper K C R” besitzt ein Lowner-John-Ellipsoid F C K.
Beweis: Seien K C R" ein konvexer Korper und f4;, : R® — R" eine nichtsingulére, affine
Abbildung mit beliebiger Matrix A und beliebigem Vektor b gemif Definition (2.6). Sei
ferner zudem N := n? + n. Dann ist die Menge der geordneten Paare (A, b) bestehend aus
der nichtsinguldren Matrix A € R™" = R™ und dem Vektor b € R” gerade RY. Definiere
weiter die Menge aller Paare (A,b), aus denen durch fa, ein Ellipsoid in K entsteht wie
folgt:

E:={(A,b) € RN | A(B[0;1]) + b= fas(B[0;1]) C K}. (3.7)

Diese Menge & ist eine kompakte Teilmenge von RY, weil sie beschriinkt und abgeschlossen
ist. Die Beschrianktheit von £ folgt aus der Beschrinktheit von K, welche die Anzahl an
Matrizen A € R™ und Vektoren b € R™ beschriankt, sodass ein Ellipsoid in K entsteht.
Fiir die Abgeschlossenheit von € wird ein Paar (A;,b;) € RY mit i € N bestehend aus
konvergenten Folgen betrachtet, fiir die

lim (A;, b;) := (A,b) € RY (3.8)

i—00

gilt. Daraus folgt unmittelbar, dass

lim (Ajz+b;) =Ax+be K (3.9)
1—00
gilt und somit der Grenzwert (A, b) € £ ist, wodurch die Abgeschlossenheit bewiesen ist. Da
ein Ellipsoid E das Bild der euklidischen Einheitskugel unter einer nichtsinguléren, affinen
Abbildung fa, ist, gilt fiir das Volumen des Ellipsoids

Vol(E) = |det(A)| - Vol(B]0; 1)). (3.10)

Ferner ist die Abbildung g : RY — R mit (A,b) — |det(A)| eine stetige Abbildung auf £, da
E5 m(n xn,R) &N R gilt, wobei die Abbildung 7 in den projektiven Raum stetig ist und
die Abbildung auf das Polynom der Determinante ebenfalls stetig ist. Dadurch gibt es also
ein Paar (fl, 5), sodass g auf & maximal wird. Daraus folgt schlieklich, dass es ein Ellipsoid
E = A(BJ[0;1]) + b gibt, das maximales Volumen in K besitzt und somit ein Léwner-John-
Ellipsoid ist. (vgl. [How]|, S. 2f.) OJ

Es kann weiter gezeigt werden, dass das Lowner-John-Ellipsoid eines konvexen Kérpers auch

eindeutig ist. Aber dies wird hier im Allgemeinen nicht bewiesen, da im Folgenden nur zwei-

dimensionale Korper betrachtet werden und dort ein Beweis der Eindeutigkeit folgt.

11



4 Steiner-Inellipse

In diesem Kapitel werden nun die vorangegangenen Inhalte {iber Ellipsoide auf den zweidi-
mensionalen Raum der euklidischen Standardebene R? reduziert, um sich mit einem ganz
speziellen Ellipsoid, der Steiner-Inellipse und dessen Eigenschaften, zu beschiftigen. Dazu
werden auch wieder einige elementare Definitionen und Sitze zu Ellipsen im Allgemeinen
thematisiert. Um die Steiner-Inellipse als geometrische Anordnung fiir den nachfolgenden
Satz von Marden aufzufassen, wird die euklidische Standardebene R? im Verlauf mit der

komplexen Zahlenebene C identifiziert werden.

(4.1) Definition (Finheitskreisscheibe)
Sei B[0; 1] eine euklidische Einheitskugel wie in (3.1) definiert. Dann heift B[0; 1] insbeson-
dere Einheitskreisscheibe, falls fiir die Dimension n = 2 und somit B[0;1] C R? gilt.

(4.2) Definition (Fllipse)
Sei E ein Ellipsoid wie in (3.2) definiert. Dann heift F insbesondere Ellipse, falls fiir die

Dimension n = 2 und somit £ C R? gilt.

(4.3) Bemerkung (Ellipsoid und Ellipse)
Eine Ellipse ist also im Grunde das zweidimensionale Analogon eines Ellipsoids. Dabei ist

zu beachten, dass eine Ellipse auch das Innere der Menge meint und nicht nur den Rand.
(vgl. [Wer], S. 37)

(4.4) Definition (Steiner-Inellipse)
Sei K := Az 223 C R? nun ein Dreieck mit den Eckpunkten zi, 29, 23 in der euklidischen
Standardebene R%. Dann heifft die Ellipse S Steiner-Inellipse zu K, falls sie dem Dreieck
A z1z5253 einbeschrieben ist und die Seiten des Dreiecks Az; 2525 jeweils in den Mittelpunkten
beriihrt.

(4.5) Beispiel (Steiner-Inellipse)

Die nachfolgende Abbildung 4.1 zeigt ein Dreieck K C R?, dem eine Ellipse S einbeschrieben
ist. Diese beriihrt jeweils die Seitenmittelpunkte des Dreiecks K. Somit ist die dargestellte

12



Ellipse S die Steiner-Inellipse zu K.

23

Abbildung 4.1: Steiner-Inellipse

(4.6) Satz (Existenz einer Steiner-Inellipse)

Es existiert zu jedem Dreieck K := Az;2923 C R? eine Steiner-Inellipse S und diese ist
eindeutig bestimmt.

Beweis: Sei K := Az12923 C R? ein Dreieck mit den folgenden Eckpunkten z; := (z1,0)
und 2z = (22,0) auf der x-Achse, wobei z; < x9 gilt und z3 := (3,y3) mit y3 > 0 ist.
Dieses Dreieck K ist Reprisentant jedes Dreiecks in der euklidischen Standardebene R?, denn
das Koordinatensystem kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit in beschriebener Form
passend zum Dreieck K gewéhlt werden oder aber das Dreieck K kann mittels Verschiebung
und Drehung durch eine nichtsingulire, affine Abbildung in die genannte Form gebracht

werden. Ferner sei nun f : R? — R? definiert durch

1 %($1+I2)—9€3
fz) = (0 N ‘E’im)) x (4.1)

2 Y3

eine nichtsinguldre, affine Abbildung, die das beliebige Dreieck K zu einem gleichseitigen
Dreieck K := Az 2973 transformiert. Dabei bleiben die Eckpunkte z; und z, fest und z3
wird auf Z3 := (3 (z; + 22), %g(xg — x1)) abgebildet:

. 1 M T3 . T3 —+ %(xl + .1)2) — T3 . %(1’1 -+ Iz)
fE) =1 5 Cie = Vi =3 L (42
0 5 271 Y3 0+7<1’2—$1> 7(1'2—1’1)

Y3

Die darauffolgende Abbildung 4.2 visualisiert die zuvor beschriebene Transformation von K
m K = f(K).
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z3

=

z2 zZ2

21 X 21 X

Abbildung 4.2: Transformation von K LK

Mit dem bekannten Satz des Pythagoras ist auch schnell ersichtlich, dass K gleichseitig ist,

da fiir die Seitenldnge [ := x5 — 1 und die Hohe h := \/73(@ — x1) offenbar

(;)2 . (%) - (@m - >) (4.3
(= —4:51)2 | 3l - 21)? (4.4)

= (22 — $1)2 = (4.5)

gilt. Aufgrund der Symmetrie des gleichseitigen Dreiecks K ist leicht zu erkennen, dass eine
Ellipse S C K existiert, die genau die Seitenmittelpunkte des Dreiecks beriihrt. Diese Ellipse
entspricht gerade einer Kreisscheibe, deren Rand mit dem sogenannten Inkreis des Dreiecks
iibereinstimmt. Es gibt ferner auch keine weitere solche Ellipse, denn eine Ellipse ist schon
durch fiinf Bedingungen, wie Punkte und Tangenten, eindeutig bestimmt. Es gilt namlich

nach der allgemeinen Gleichung eines Kegelschnittes fiir die Ellipse in diesem konkreten Fall:

az® + by + cx +dy +e =0, (4.6)

wobei a, b, c,d,e € R den Koeffizienten entsprechen. Diese sind durch die drei Seitenmittel-
punkte und die drei Seiten als Tangenten, also insgesamt sechs Eigenschaften, iiberbestimmt
und somit eindeutig. Es existiert somit zu jenem Dreieck K genau eine Steiner-Inellipse.
Infolge des Satzes (2.8) gibt es nun eine inverse Abbildung f~', die das Dreieck K mit der
zugehorigen Steiner-Inellipse S wieder zuriick in das Dreieck K transformiert, wobei die El-
lipse S in die Steiner-Inellipse S zu K iibergeht. Die nachfolgende Abbildung 4.3 stellt jene
Transformation dar. Mithilfe des Beispiels (2.10) wird zudem auch versténdlich, dass Seiten-
mittelpunkte in Seitenmittelpunkte {ibergehen. Dadurch iibertrigt sich die Eindeutigkeit im
gleichseitigen Dreieck auf alle beliebigen Dreiecke. Somit ist die Existenz und Eindeutigkeit

einer Steiner-Inellipse zu einem Dreieck bewiesen. (vgl. [Wer|, S. 37 und [Wik]) O
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z3

zZ2 Z9

21 X 21 x

Abbildung 4.3: Transformation von K Q K und S ; S

Im Weiteren werden zwei geometrische Eigenschaften einer Ellipse charakterisiert, die so-

dann zur Verifikation weiterer Eigenschaften benotigt werden.

(4.7) Definition (grofie und kleine Halbachse)
Sei E C R? eine Ellipse mit Mittelpunkt b € R? wie in (4.2) definiert. Dann heifen o, 8 € R
gegeben durch

a := max |z —b] und f:= min |z — b (4.7)

grofle Halbachse von E und kleine Halbachse von E, wobei J(-) der Randmenge einer Menge
entspricht. Die darauf folgende Abbildung 4.4 veranschaulicht die entsprechenden Halbach-
sen und den Mittelpunkt einer Ellipse.

Abbildung 4.4: grofse und kleine Halbachse einer Ellipse
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(4.8) Definition (Brennpunkte einer Ellipse)
Sei £ C R? eine Ellipse wie in (4.2) definiert mit grofer Halbachse a. Dann heifen ¢; 5 € E
Brennpunkte von E, falls fiir alle Punkte x € OF

|z — @] + |7 — @2 = 2a (4.8)

gilt. Das bedeutet, die Summe der Absténde von einem beliebigen Randpunkt zu den jewei-
ligen Brennpunkten konstant ist. Die nachfolgende Abbildung 4.5 verdeutlicht diese Eigen-
schaft. Wird der Randpunkt x in der Betrachtung so gewahlt, dass x, q1, ¢2 kollinear sind, so
ist schnell ersichtlich, dass die besagte Summe der Abstinde mit der Konstanten 2« {iber-

einstimmt.

|z —aq1| |z — g2l

Abbildung 4.5: Brennpunkte einer Ellipse

Mithilfe dieser Eigenschaften wird als ndchstes bewiesen, dass die Steiner-Inellipse zu einem

Dreieck maximales Volumen besitzt und deshalb auch ein Léwner-John-Ellipsoid ist.

(4.9) Satz (Steiner-Inellipse ist ein Lowner-John-Ellipsoid)

Die Steiner-Inellipse S zu einem Dreieck K ist ein Lowner-John-Ellipsoid.

Beweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann nach den Séitzen (2.9) und (4.6) wieder
ein gleichseitiges Dreieck betrachtet werden, das durch eine nichtsingulire, affine Transfor-
mation eines beliebigen Dreiecks entstanden ist. Sei also K := Az;2023 C R? ein Dreieck mit
den Eckpunkten z; := (3,0), 25 := (0,4/3) und z3 := (0, —+/3). Dann ist K offensichtlich
konvex und die Steiner-Inellipse S zu K ist gerade die Einheitskreisscheibe um den Mittel-
punkt (1,0). Diese Anordnung ist in Abbildung 4.6 zu sehen.
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_9 | 3

Abbildung 4.6: Dreieck K mit Steiner-Inellipse S

Es geniigt nun zu zeigen, dass S = BJ(1,0); 1] maximales Volumen besitzt. Dazu wird der
Einfachheit halber nur die obere Hélfte des Dreiecks K im ersten Quadranten des Koordina-
tensystems betrachtet. Die obere Seitenldnge des Dreiecks K lésst sich dann durch folgende
Abbildung A : [0,3] C R — R beschreiben:

h(z) = —\/g -2+ V3. (4.9)

Ferner sei E eine Ellipse mit Halbachsen «, 5 € R und «, § > 0. Dann lésst sich der oberen
Rand der Ellipse OF durch die Abbildung % : [0,3] C R — R darstellen:

k(x) := gan —(z —a)2 (4.10)

Damit die Ellipse £ dem Dreieck K einbeschrieben ist, miissen die nachfolgenden Bedingun-

gen fiir einen Beriithrpunkt z € [0,3] C R erfiillt sein:
(i) h(zo) = k(x0) und
(ii) A'(xo) = K (o).
Aus diesem Gleichungssystem, folgt nach typisierten Rechnungen schlieflich die Beziehung

B3
=42 4.11
a=-—"+3 (4.11)
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Weiter ist dann das Volumen der Ellipse £ durch

Vol(E) = afm

= (—%2 + ;) pr (4.12)

gegeben. Demzufolge lésst sich nun Vol(£) maximieren:

3
2
(Vol(E))" = =3p7 = =37 < 0 = Maximum. (4.14)

(Vol(E)Y (- +1)=0=p=1, (4.13)

Mit 8 = 1 gilt nach Gleichung (4.11) auch o = 1. Das bedeutet, dass die Ellipse E zwei Halb-
achsen der Linge 1 besitzt und somit der Einheitskreisscheibe S = B](1,0); 1] entspricht.
Folglich ist gezeigt, dass die Steiner-Inellipse S C K maximales Volumen besitzt und diese
Aussage lasst sich auf Steiner-Inellipsen beliebiger Dreiecke iibertragen, weil durch nichtsin-

gulére, affine Transformationen alle Volumina mit demselben Faktor multipliziert werden.
Somit ist der Satz bewiesen. (vgl. [Mlin|, S. 685f. und [Wer], S. 38) O

(4.10) Bemerkung (Einfihrung in die kompleze Zahlenebene)
Im weiteren Verlauf wird nun die euklidische Standardebene R? mit der komplexen Zahlen-

ebene C identifiziert. Dazu werden die bereits bekannten Objekte wie folgt iiberfiihrt:
(i) Ein Punkt (z,y) € R? ist kiinftig eine komplexe Zahl der Form z = x + iy € C.

(ii) Eine nichtsingulire, affine Abbildung fr, : R? — R? ist fortan identifiziert durch eine
Abbildung f : C — C der Form

f(z) = A2+ Bz + C, (4.15)

wobei A, B,C € Cmit A # 0, B # 0 gilt und ~ der komplexen Konjugation entspricht.
Das ist nachvollziehbar durch folgende Betrachtung: Seien A = aq + ias, B = by + iby
und die Matrix 7' der Abbildung fr, : R? — R? durch

T — <a1+61 —a2+b2> (4.16)

a2+b2 CLl—bl
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gegeben. Dann gilt:

a; +by —as + by T
= +b
fra(@) (az +by a;—0by ) (?J)
_ ((al + bl)fE + (—ag + bg)y) i b

(ag + o)z + (a1 — 1)y (4.17)

~ (a1 + b))z + (—ag + bo)y +i(as + bo)xr +i(a; — b))y + b

= (ay +iag) (x +iy) + (by +iby) (x —iy) +_0b
=A o =B — =C
= f(2).

Dabei ist die Matrix 7" genau dann nichtsinguldr, wenn
0 # det(T) = aj — b; — (b3 — a3) = (af +a3) — (b7 +03) = |A]" — [B]*  (4.18)

gilt. Daraus folgt, dass f genau dann bijektiv ist, wenn |A| # | B| zutrifft. Demnach ist
naheliegend, dass f auch wie fr; operiert, also eine nullpunkterhaltene Transformation

mit anschliefender Translation bewirkt.

(iii) Die euklidische Einheitskreisscheibe ist in der komplexen Zahlenebene durch
B[0;1] :={2z€ C| |z <1} (4.19)
gegeben. Nach Definition (3.2) und (ii) beschreibt das Bild der Einheitskreisscheibe
BJ[0; 1] unter einer bijektiven, affinen Abbildung f eine Ellipse mit Mittelpunkt C'.
(vgl. [Wer], S. 39)

Als néchstes werden mehrere charakteristische Eigenschaften einer Ellipse in der komplexen

Zahlenebene verifiziert. Mittels der folgenden Satze wird dann der Satz von Marden bewiesen.

(4.11) Satz (Charakteristische Grofsen einer Ellipse)
Das Bild der Einheitskreisscheibe B[0; 1] unter einer bijektiven, affinen Abbildung f : C — C
der Form f(z2) = Az+ Bz + C, wobei A, B,C € C und A # 0, B # 0 gilt, ist eine Ellipse £

mit folgenden Eigenschaften:
(i) der Mittelpunkt von E entspricht gerade C,
(ii) die Lénge der grofen bzw. kleinen Halbachse von E betrigt |A| + |B| bzw. ||A| — |B]|,

(iii) die Brennpunkte von E entsprechen ¢, o := C' £ 2V AB.
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Beweis: Seien B[0;1] die Einheitskreisscheibe, f : C — C eine bijektive, affine Abbildung
wie oben bereits definiert und E := f(B[0;1]) eine Ellipse.

(1)

(iii)

Zeige, dass der Mittelpunkt von E gerade C' ist:
Diese Aussage ist nach Bemerkung (4.10) klar, denn es gilt offenbar fiir den Mittelpunkt
0 € B[0;1] C C, der in den Mittelpunkt der Ellipse E iibergeht, weil f den Nullpunkt
festhalt:

fO)=A-0+B-04+C=C. (4.20)

Zeige, dass die Langen der grofen und kleinen Halbachse von E durch |A| + |B| und
||A| — | B|| gegeben sind:
Sei zunéchst M := BJ0;1]. Dann ist r : [0,27] C R — C, definiert durch

r(t) ;== e", (4.21)

eine Parametrisierung der Randmenge 0M. Seien ferner « die grofe Halbachse von E
und $ die kleine Halbachse von E wie in (4.7) definiert. Dann gilt

a= max |[f(e") —C|] und B = min |f(e") - C]|. (4.22)

t€[0,2m] t€[0,2m]

Weiter seien A := |A]e’ und B := |Ble' mit 0, ¢ € [0,27] C R zwei komplexe Zahlen

in Polardarstellung. Dann ergibt sich daraus die nachfolgende Ungleichung:
1Al = [B]| < [f(e") = C| = [Ae* + Be™™| = || A]e"*) + |B|e*~| < |A] +|B]. (4.23)

Es bleibt nun also zu zeigen, dass das Maximum |A|+|B| und das Minimum ||A|— | B

auch wirklich angenommen werden. Dies ist durch Einsetzen ersichtlich, es gilt namlich

i Al +|B|, falls t = 2% oder t = &% + 7,
\f(et)—Clz{ 41+ 15] 2 7+ (4.24)

(0]
Al —|B]|, fallst =22+ 7 ode
2 2

—=
~
I

Somit folgt fiir die Halbachsen von E, dass a = |A| + |B| und 5 = ||A| — |B|| gilt.

Zeige, dass die Brennpunkte von E durch ¢, 2 = C £ 2V AD gegeben sind:
Sei « die grofe Halbachse von E und parametrisiere f(r) wie in (ii) die Randmenge
OF. Des Weiteren folgt dann aus (ii) und aus

VA g VB (4.25)

|A] V1B

NS

ei
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folgender Zusammenhang, der in der anschliefenden Rechnung verwendet wird:

- 01o |A|l + | B|
) = (JAl+ B +C =0+ 2 2L /AB. 4.26
£(#°) = (41 + |BI)e = (1.26)

Es gilt nach Definition (4.8) fiir die Brennpunkte g »:

lf(eit) —q| +|f(€") — @] = 20 (4.27)

:::yr(t)

Das wird im Folgenden nachgerechnet:

‘f it) C+2\/AB’+‘fe“ . C—2\/AB)’
= |14+ 1Bl — 2 TATIBIe | + || A+ + Blee) + 2y TATBle"S*

¢—0
2+ s’

= [lAle + | Ble™ — 2/JAT[BI| + ||Ale" + | Bl — 2y/[A][B]
= | (VTAJe't - \B|e—i%>2 + | (VIAle' + /Ble )|

.5 .5 s 2
— |4l — /[Ble 3| ( [Ale's + /| Ble'

— (VA - VIB])? (sm (5) +cos” (5 )) (VIA+ V1B])? (sm2(§)+cos2(f))

2

Substituiere nun t =

~~

=1

1
= [A] = 2V/[A[|B| + |B| + [A] + 21/|A[[ B| + | B]
=2(lAl+[B]).
—

(4.28)

Also sind ¢ 2 die Brennpunkte von E.

Demzufolge ist der Satz bewiesen. (vgl. [Min]|, S. 683 und [Wer|, S. 40f.) [J

Hiernach wird mit letztem Ergebnis ein Ausdruck fiir die Brennpunkte der Steiner-Inellipse

eines Dreiecks in Abhédngigkeit der Eckpunkte in der komplexen Zahlenebene bestimmt.

(4.12) Satz (Brennpunkte einer Steiner-Inellipse)

Die Brennpunkte einer Steiner-Inellipse S zu einem Dreieck K := Az;223 C C mit den

nichtkollinearen Eckpunkten z, 29, z3 in der komplexen Zahlenebene C sind durch

1
Q1o =g+ \/ 2 — §(2122 + 2923 + 2321) (4.29)
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gegeben, wobei g, definiert durch

1
g:= g(zl + 29 + 23), (4.30)

dem Mittelpunkt der Steiner-Inellipse S entspricht.

Beweis: Seien w := e3 € C eine dritte Einheitswurzel und K := Aw’w'w? das von den
dritten Einheitswurzeln erzeugte Dreieck. Dann ist ersichtlich, dass S := BJ0; 3] = 3B[0;1]
die Steiner-Inellipse von K ist. Die folgende Abbildung 4.7 visualisiert dies.

Im(-)

S
—_

WAV

—_

Re(-)

e
|
—_

Abbildung 4.7: Dreieck K mit Steiner-Inellipse S

Infolgedessen geniigt es, eine bijektive, affine Abbildung f : C — C der aus Bemerkung
(4.10) bekannten Form f(z) = Az + BZ + C zu konstruieren, sodass

fW) =2, flw)=2 und f(W?) =2z (4.31)
gilt. Dann ist die Steiner-Inellipse S von K ndmlich durch
1 1
S=Ff (53[0; 1]) = 5 f(B[0;1]) (4.32)

gegeben und nach Satz (4.11) sind die Brennpunkte von S gerade ¢; 5 := C' + 2V AB. Also
bestimme nun die Koeffizienten A, B,C € C der Abbildung f. Durch die Bedingungen aus
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Gleichung (4.31) ergibt sich mit @ = w™! und w? = w2 folgendes Gleichungssystem:

1 1 1 A 21
w w1l [Bl=|=n]- (4.33)
w? w21 C 23

Da fiir dritte Einheitswurzeln 1 + w + w? = 0 gilt und weil auch w™! = w? und w2 = w ist,

folgt unmittelbar:

1

A= §(Zl + w?zy + w2s), (4.34)
1

B= g(zl + wzy + w?23), (4.35)
1

C = 5(21 + z9 + 23) . (436)

~~

=9

Offensichtlich ist nach Satz (4.11) dann g := C' der Mittelpunkt der Steiner-Inellipse S.

Ferner lasst sich somit das Produkt AB berechnen und vereinfachen:

AB = — (214 25 + 25 + (w + w?) (2122 + 2223 + 2321))
N——

=1

Nel i

(27 + 25 + 25 — (z122 + 2223 + 2321))

(4.37)

O] — O

((Zl + 29 + 2’3)2 — 3(2122 + 2923 + 2’321))

2

(2122 + 2923 + 2321).

Q

3
Durch Einsetzen in ¢, = C' + 2v/ AB belaufen sich die Brennpunkte der Steiner-Inellipse
S = f(3B[0;1]) von K auf

1
Q12 =9 % \/92 - 3(2122 + 2023 + 2321). (4.38)

Demnach ist auch dieser Satz bewiesen. (vgl. [Wer|, S. 41ff.) O
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(4.13) Beispiel (Brennpunkte einer Steiner-Inellipse)
Sei K := Az12923 ein Dreieck mit den Eckpunkten z; := 3 +1, 29 := 7+ 5iund 23 := 1+ 7i.
Dann ist der Mittelpunkt des Dreiecks K durch

g==(z14 22+ 23)

= —((8+1) 4+ (7+5i) + (1 + 7i)) (4.39)
13
+ —i

3

|
— | =W =
—_—

w

gegeben. Damit lassen sich auch die Brennpunkte der Steiner-Inellipse zu K berechnen:

1
Q12 =g=* \/92 - 5(2’122 + 2023 + 2321)

:E+Eii\/(£+ﬁi)2_1(_ﬁ+%i>

33 373 30U 3 3 (4.40)
13 11

Q1:?+§1

G2 = 3 + 1.

Die nachfolgende Abbildung 4.8 bestéitigt und veranschaulicht die vorhergehenden Berech-

nungen.
Im(+)
<3
7 1
6 1
)
5 1
4 1
3 1
2 1
1 1
5 Re()

1 2 3 4 5 6 71

Abbildung 4.8: Brennpunkte der Steiner-Inellipse von K
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5 Satz von Marden

Zum Abschluss wird in diesem Kapitel die zuvor prisentierte Steiner-Inellipse als geometri-
sche Anordnung fiir den Satz von Marden dargestellt, um den geometrische Zusammenhang
zwischen den Nullstellen eines komplexen Polynoms dritten Grades und den Nullstellen des-

sen Ableitung aufzuzeigen.

(5.1) Satz (Satz von Marden)
Seien z1, 29, z3 C C nichtkollineare Punkte in der komplexen Zahlenebene C und p das durch

die Nullstellen 21, 25, 23 erzeugte komplexe Polynom dritten Grades:

p(2) == (2 — 21)(2 — 22)(2 — 23). (5.1)

Dann sind die Nullstellen der Ableitung p’ des Polynoms p die Brennpunkte der Steiner-
Inellipse S zu dem von den Nullstellen zq, 25, 23 erzeugten konvexen Dreieck Az;2923.

Beweis: Sei p durch

p(z) = (2 — 21)(2 — 22)(2 — 23)
=23 — 222 — 2220 — 2225 + 22120 + 22025 + 22371 — 212223 (5.2)

=28 — 22(21 + 20+ 23) + 2(2120 + 2023 + 2321) — 212223

gegeben. Dann folgt fiir die Ableitung p':
P (2) =322 — 22(21 4+ 20 + 23) + (2122 + 29223 + 2321). (5.3)

Sei ferner g durch

1
g = 5(21 + Z9 + 23) (54)

definiert.
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Damit folgt fiir die Nullstellen von p'(z):

69 £ /(—69)2 —4-3- (2122 + 2223 + 2321)

_ 5.5
<12 9.3 (5.5)
6g + 6\/g2 — 3(2122 + 2023 + 2321)

= (5.6)

6

) 1

=g+4/g%— 5(2122 + 2923 + 2321) . (5.7)

—q1.2

Offenbar sind die Nullstellen der Ableitung p’(z) nach Satz (4.12) genau die Brennpunkte der
Steiner-Inellipse S zu dem von den Nullstellen zy, 25, 23 erzeugten Dreieck Az;z925. Somit
ist der Satz bewiesen. (vgl. [Wer]|, S. 44) O

(5.2) Beispiel (Satz von Marden)
Seien z1 := 1+ 2i, 29 := 541 und 23 := 3 + 6i die Nullstellen eines Polynoms p € C. Dann
gilt fiir p explizit:

p(z) = (2= (1+2i)(z = (5+1))(z — (3+61)) (5.8)
= 2> — (9+9i)2% + (3 + 56i)z + (57 — 51i), (5.9)

und ferner fiir dessen Ableitung p':
P'(2) = 32° — (18 + 18i)z + (3 + 56i). (5.10)

Nun lassen sich die Nullstellen der Ableitung p’ berechnen:

(18 4+ 18i) + /(18 181)> — 4 - 3 - (3 + 561)

212 = 5.3 (511)
(18 + 18i) £ /=36 — 24i (5.12)
1
= (3+30) £ 5vV-9 6 (5.13)
2~ 3.32 4+ 1.95 (5.14)
————
=q
2y A 2.68 + 4.05i (5.15)
———

=q2

Mithilfe der folgenden Abbildung 5.1 lassen sich die berechneten Nullstellen der Ableitung
p’ als die Brennpunkte der Steiner-Inellipse des von den Nullstellen 21, 2o, 23 aufgespannten

Dreiecks verifizieren.
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Im(+)

23

29

Re(-)

1 2 3 4 5 6
Abbildung 5.1: Nullstellen der Polynome p und p’

Demnach liegt nun die Beziehung der Nullstellen eines komplexen Polynoms dritten Grades

und dessen Ableitung auf der Hand.
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6 Epilog

Der Satz von Marden offenbart eine erstaunliche Beziehung zwischen der konvexen Geometrie
von ebenen Figuren und den Positionen der Nullstellen eines Polynoms und dessen Ablei-
tung. Wird das Resultat wieder auf das Anfangsbeispiel im Prolog bezogen, so ist es bereits
erstaunlich, dass die Nullstellen der Ableitung p’ zwischen den Nullstellen des Polynoms p
selbst liegen. Denn zur Erinnerung: Die Nullstellen des Polynoms p(z) = (x—1)(x —2)(x —3)
sind gegeben durch x1 = 1, x5 = 2, x3 = 3. Doch wird dieses Polynom um geniigend Einhei-
ten in y-Richtung verschoben, beispielsweise zu p(z) = (z—1)(z —2)(x —3) 46, so verandern
sich dementsprechend die Nullstellen des Polynoms p, aber nicht die Nullstellen der Ablei-
tung p’. In diesem Fall hat das Polynom p lediglich eine reelle Nullstelle bei 7 = 0 und somit
scheinen die Nullstellen der Ableitung p’ nicht mehr zwischen den Nullstellen des Polynoms
p zu liegen. Aber bei der Betrachtung aller Nullstellen des Polynoms p, auch der komplexen
Nullstellen, die da wiiren 75 = 3 — iv/2 und @5 = 3 + iv/2, wird schnell klar, dass die Null-
stellen der Ableitung p' 2] =2 — \/Tg, xh =2+ \/?3 dennoch innerhalb des von den Nullstellen
des Polynoms p aufgespannten Dreiecks liegen. Um so beeindruckender ist es dann, dass sich
die Nullstellen der Ableitung laut dem Satz von Marden exakt in den Brennpunkten der
Steiner-Inellipse jenes Dreiecks lokalisieren lassen, was in der nachfolgenden Abbildung 6.1
zu sehen ist. (vgl. |Chal, S. 101f. und |Kal|, S. 330f.)

Im(-)
2 1
T3
1 1
n 5
—1 2 4 Re( )
11 5
_2 1

Abbildung 6.1: Position der Nullstellen
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Um den Satz von Marden mit einer solchen eleganten Leichtigkeit beweisen zu konnen, wie
es im fiinften Kapitel mittels der einfachen Nullstellenbestimmung durch die weitverbreitete
Mitternachtsformel gezeigt wurde, bedurfte es entsprechender Inhalte aus den Themenge-
bieten der konvexen (Geometrie, der Linearen Algebra und der komplexen Analysis. Die Art
des gewihlten Beweises ermdglichte es, in die wunderschone konvexe Geometrie einzufiihren,
einige Besonderheiten wie die Lowner-John-Ellipsoide und die Steiner-Inellipse zu prasentie-
ren und somit ein breites Spektrum um den Satz von Marden zu beleuchten. Letztendlich
verband der Satz von Marden all diese Themengebiete miteinander und wurde dadurch fiir

mich personlich zu einem der schénsten Sitze im Mathematikstudium.
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