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Abstract

In their paper [I] P. Albers and S. Tabachnikov proposed a generalization of the 2-
dimensional notions of convex and star-shaped curves, calling them symplectically con-
vex and symplectically star-shaped. By giving such curves a fixed parametrization called
centroaffine parametrization, one finds that the curve is determined by its initial condi-
tion and its so called centroaffine curvature. Similiar to [2] we now want to study the
L, norm of this centroaffine curvature. We find that ellipses are always extremes of this
functional. For some parameters there also exist other extremes. We then determine
when first and second order deformations of ellipses exist.

Zusammenfassung

In ihrem Paper [I] haben P. Albers und S. Tabachnikov eine Verallgemeinerung der
2-dimensionalen Begriffe konvexer und sternférmiger Kurven vorgeschlagen mit den Be-
griffen symplektisch konvex und symplektisch sternférmig. Indem man solchen Kurven
eine feste Parametrisierung namens zentroaffine Parametrisierung gibt, so sind diese be-
reits durch ihre Initialwerte und die sogenannte zentroaffine Parametrisierung bestimmt.
Ahnlich wie in [2] wollen wir nun die L,-Norm dieser zentroaffinen Kriimmung untersu-
chen. Wir finden, dass Ellipsen stets Extremstellen sind. Fiir einige Parameter existieren
auch andere Extremstellen. Wir untersuchen dann, wann Deformationen erster und zwei-
ter Ordnung von Ellipsen existieren.
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1. Einleitung

b
Es sei 7 eine geschlossene glatte Kurve im R2. Wir bezeichnen mit [a, b] := det (Zl b1>
2 02

die Standardvolumenform des R2.

Definition 1.1 v heifit symplektisch sternformig, falls [y(t),~'(t)] > 0 V¢, und heifit
symplektisch konvez, falls [y (t),~"(t)] > 0.

Wenn ~ symplektisch sternférmig ist, dann kénnen wir durch eine Reparametrisierung
erreichen, dass [y(t),7/(t)] = 1. Diese Parametrisierung heift zentroaffine Parametrisie-
rung.

Als Erstes beobachten wir, dass aus [v,7/] = 1 folgt, dass 0 = %£[v,7'] = [, ¥]+[7.7"] =

[V, 7] = 7178 — 721 Also ist 1175 = 7277
Damit berechnen wir

1o N/
T Ay — (AN Aty () (Y2 T 12N
Y7y (M2 — %) (72> (727175 _ 72,}/%,%/)

_ (e e (e Ty e
NV~ R2NY2 1207 7]
Definition 1.2 Wir nennen p(t) := [y/(t),~”(¢)] die sogenannte zentroaffine Krimmung.

Wir erhalten damit die Gleichung 7" = —p~y. Sofern p bestimmt ist, ist dies eine Hillsche
Differentialgleichung, die uns « definiert.

Im Folgenden werden wir nun die Extremstellen des Funktional
Ba(1) i= [ pdt = [ /(0.7 (1)t &
v v

a € R\{0} iiber dem Raum der geschlossenen glatten symplektisch konvexen und stern-
formigen Kurven in zentroaffiner Parametrisierung mit fester Periode (meistens 27n)
untersuchen. Dies entspricht der L,-Norm der zentroaffinen Kriimmung.

Des Weiteren wollen wir infinitesimale Starrheit von speziellen Lésungen untersuchen,
und wann diese Maxima oder Minima des Funktionals sind.

Wir wollen nun kurz erldutern, warum wir die Periode fixieren.

Die Periode unserer Kurve legt ihren ,Radius“ fest. Denn wenn ~ eine Kurve in zentro-
affiner Parametrisierung mit Periode n ist, dann gilt fiir die Kurve r - v, dass [ry, 7] =
r2[y,7'] = r2. Damit diese Kurve dann wieder zentroaffine Parametrisierung hat, beno-
tigen wir eine Reparametrisierung. Diese ist J(t) = ry(t/r?). Damit wir aber die gleiche
Kurve umlaufen, ist unsere Periode dann r%n.

Auf der anderen Seite beobachten wir, dass fiir diese neue Kurve gilt

2
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Das bedeutet, dass fiir a # % eine Anderung des ,,Radius“ der Kurve auch das Funktional
andert.

Hauptresultate

Wir finden, dass fir a € [%, 1] nur Ellipsen Extremstellen des Funktionals B, 1) sind.
Fiir a ¢ [4, 1] existieren auch weitere Extremstellen.
In Theorem [[bestimmen wir die nicht-trivialen infinitesimalen Deformationen von n-fach

durchlaufenen Ellipsen im Raum der Extremstellen: Fiir a = % haben wir infinitesimale
Starrheit, ansonsten existieren nicht-triviale infinitesimale Deformationen genau dann,
wenn
B k? —2n?
TR a2

fiir ein k € N\{n}.
In Theorem [2] bestimmen wir, wann der n-mal durchlaufene Einheitskreis ein Maximum
oder Minimum des Funktionals B, ist: Im Fall n = 1 ist der Einheitskreis fiir a < 0
und a > % ein lokales Minimum und fiir a € (0, %] ein lokales Maximum. Im Fall n > 2
ist der Einheitskreis fiir a < 2(711__714);_1 und g > 2=t

Tran — ein lokales Minimum.
Die Hessische ist degeneriert, genau dann, wenn

k2 — 2n?

TR a2

fir ein £ € N\{n}. In allen anderen Féllen ist die Hessische indefinit.
Zum Abschluss finden wir in Theorem |3 dass die Extremstellen im Fall a = % parallel
verschobene Ellipsen sind.



2. Bestimmung der Extremstellen

In diesem Kapitel werden wir die Extremstellen charakterisieren und untersuchen, ob
sie existieren.
Mittels Variationsrechnung finden wir folgende Charakterisierung:

Proposition 2.1 Fuallsa =1 oder a = %, ist die zentroaffine Krimmung p konstant und
v eine Ellipse.
Fiir a # 1 geniigen die extremalen Kurven von B, der Gleichung

F" = —2(2+b)F°F’ (2)

wobei b := ﬁ und F := p*~ 1.

Beweis. Seiv(t) ein Vektorfeld entlang (). Damit erhalten wir eine infinitesimale Defor-
mation von v durch ~, := y+ev. Da v und 4/ linear unabhéngig sind, konnen wir v schrei-
ben als v = gy+ f+'. Wir berechnen: v' = g'yv+ (g+ f)v' + f7" = (¢ = fo)v+ (9 + f')7-
Damit ist [y, 0] + [v,7'] = (9 + )Y+ (9 = f)v A+ 90T+ 0T = (9 +
AT+ glvyT=29+f, da [v,7]=1.

Da auch ~, in zentroaffiner Parametrisierung sein muss, da wir die Extrema in der Klas-
se der Kurven in zentroaffiner Parametrisierung suchen, gilt 1 = [y + ev,y' + V'] =
[, 7] + e([v,v] + [v,7']) + €2[v,v']. Da diese Gleichung fiir alle ¢ gelten muss, erhalten
wir mittels Koeffizientenvergleich

0]+ [0,] =

Also ist 2g + f/ = 0. Womit v = _%'7 + f.
Es ist nun « eine Extremstelle des Funktionals [ p®(t)dt, falls

d
0= d— /h/ + 6’[),,’)/,/ + E’l)//]adt
€le=0
d a
= / ([7’,7”] + ([, 0" + ', 4"]) + 62[1}/,1)”]) dt
de e=0
d . -
= 7 O/W,'V”] +a-e([y, 0"+ DA+ O(E)dt
d
= — ae /([,}/72]/1] + [Ul,’}/”})[’}/,"}///]a_ldt
de e=0

—a (10"} + [y D,

Wir erhalten somit
[P+ e = 0.



Mittels partieller Integration berechnen wir
0= /F[’y’,v"] + F[v',+"]dt

= /Fi[’y’,v'] + 2F ', 4"]dt

= /—F’[w',v'] +2F [, " ]dt

= [P0 = Floo/) 4 28 500" — 2F [

= [ =F'lo,4] - Flo,7") = 2F[o,7") — 2F o, 7"}t
- / —F"[v,7'] = 3F'[v,—py] — 2F[v, —p'y — p/]dt

= [(F" = 2P) v = 3pF + 20 Pyt

Wobei wir hier verwendet haben, dass v/ = —p’y — py’ und dass die Randterme bei der
partiellen Integration 0 sind, da wir iiber eine geschlossene Kurve integrieren.
Weiter wissen wir, dass [y,v] = f und [/, v] = 3 f’, sodass wir mit partieller Integration

erhalten
0= [(F" = 2pF)/.v] ~ (3pF" +20'F) [y, ot
1
= / (F" — 2pF)5 I — (BpF' +2p'F) fdt
_ _m / / 1 o / /
= [ (=F" +2p'F + 2pF"); f — (3pF" + 2p'F) ft
= /(—;F"’ —2pF’ —p'F)fdt.

Da aber f beliebig wahlbar ist, muss somit bereits —%F " —2pF" — p'F = 0 gelten.

Ist nun @ = 1, dann ist ' = 1 und somit erhalten wir p’ = 0. Daraus folgt, dass 7 eine
Losung von " = const - v und somit eine Ellipse ist.

Ansonsten ist p = F® und somit p/ = bE*~1F’. Mittels einsetzen erhalten wir also

F" = —2(2pF' + p'F) = —2(2F°F' 4+ bF* 'F'F) = —2(2 + b)FF’.

Im Fall a = § ist b = —2 und wir erhalten die Gleichung F”” = 0. Da F' periodisch und
positiv ist, da p periodisch und positiv ist, muss F' konstant sein. Somit ist auch p = F—2
konstant, weswegen v wieder ein Ellipse ist. O

Da fiir p konstant auch F' konstant ist, sind somit Ellipsen immer Extremstellen des
Funktionals.
Wir wollen nun untersuchen, ob es noch andere Extremstellen gibt.

Proposition 2.2 Fira € (%, 1) hat Gleichung @) nur konstante Losungen.



Beweis. Da b # —1 ist, integrieren wir und erhalten

2(b+2)

F/I - _ Fb+1 3
S e ®)
wobei ¢ eine Konstante ist.

Da F' periodisch und positiv ist, existieren ein Minimum m = min F' und ein Maximum
M = max F. An diesen Stellen ist F”" > 0 bzw. F"” < 0 und wir erhalten somit die
Ungleichungen

0_—2(b+2)Mb+1 ‘.
b+1
0__2(5‘"2) b+l
b+1
Damit erhalten wir
b+2mb+1<f<b+2 b+1
b+1 —27b+1

Falls nun b < —2, so erhalten wir b+ 1 < b+ 2 < 0 und somit mb*t! < M*+1. Da aber
b+1 < 0, erhalten wir damit M < m. Da aber auch gleichzeitig gilt m < M, muss somit
gelten m = M und somit ist F' konstant.
Falls nun a € (%, 1) liegt, so gilt fiir b = ﬁ, dass

1 1

1
§<1+g und 1+g<1.

Aus der zweiten Ungleichung erhalten wir b < 0 und damit erhalten wir aus der ersten
Ungleichung b < —2. O

Somit ist fir a € [%, 1} p konstant und damit sind, wegen v = —p~, die Extremstellen
gerade die Ellipsen um den Ursprung.

Lemma 2.3 Fir a ¢ [%, 1] hat die Gleichung @) nichtkonstante periodische Losungen.

Beweis. Betrachte die Hamiltonfunktion

1 2
H e R S s S
(0.p) = 50" + =74 cq
Die zugehorigen Hamiltongleichungen sind dann
p= _8£ _ _M b+l 4
0q b+1 ’
. OH
q - ap - p'
Wir erhalten damit die Gleichung ¢’ = —%qbﬂ + c. Dies ist aber gerade Gleichung

mitq:F.



Weiter berechnen wir

2b+2) 4.y )
H - AL
dH (q,p) p@+(b+1q c) dq

und

HessH(q,p) = (2(b B2>qb (1)) )

Wir sehen somit, dass (g,p) ein Extremum ist genau dann, wenn dH (p,q) = 0, was
bedeutet, dass

p =0,
20b+2) 5
b+1 L ¢

Diese Extremstelle ist ein lokales Minimum, falls HessH (p, q) positiv definit ist, was gilt,
wenn

(b+2)¢g® > 0.
Falls nuna<%,so gilt fiirb:a%l:
1 1 1 1
14+-= = - < —= -2<b b .
+b a<ly & b< 5 & <b & b<0O

Falls a > 1, so gilt
1 1
1—|—g:a>1 “— E>O <~ b>0.

Somit erhalten wir in in beiden Fillen, dass b+ 2 > 0 und somit auch (b + 2)¢” > 0, da
q = F positiv ist.
Das bedeutet, dass wir fiir eine geeignete Wahl von c¢ ein lokales Minimum an der Stelle
(¢,0) haben.
Damit sind die Hohenlinien {H = E} mit £ = H(q,0) + £ um die Stelle (¢,0), periodi-
sche Kurven. Da b # 0, ist der Hamiltonian nicht quadratisch, womit unterschiedliche
Energielevel E unterschiedliche Perioden haben. Daher kénnen wir mittels Variieren der
Ho6he und mehrfachem Durchlaufen der Hohenlinien beliebige Perioden konstruieren.
Diese Hohenlinien sind dann Losungen der Gleichung und damit auch Losungen von
Gleichung .

O



3. Untersuchung der infinitesimalen Starrheit des
Einheitskreises

Wir betrachten nun den n-mal umlaufenen Einheitskreis: v = (cost,sint), t € [0, 27n).
Dies ist eine Extremstelle des Funktionals B, (y) = f02 ™ padt, da p = 1 konstant ist und
somit F" = —2(2+b)FF' trivial erfiillt ist. Wir fragen uns nun, welche infinitesimalen
Deformationen diese Kurve im Raum der extremalen Kurven erlaubt.

Als Erstes beobachten wir:

Lemma 3.1 B, ist invariant unter Wirkungen der SL(2,R).
Beweis. Sei A € SL(2,R). Dann ist %A'y = A" und somit gilt
[Ay, Ay] = det(A)[y,7'] = 1,
(A7, AY"] = det(A)[y',7"] =1 p.

Somit erhélt A die zentroaffine Parametrisierung und &dndert die zentroaffine Kriimmung
nicht, weswegen B, sich nicht dndert. O

Diese Deformationen bilden einen 3-dimensionalen Raum, wir betrachten sie als trivial.
Weiter beobachten wir:

Lemma 3.2 Fiira = % ist das Funktional B1 invariant unter Translationen.
3

Beweis. Sei T eine Translation, sodass [T'(y(t)), T'(7/(t))] # 0. Dann ist 7 := T'(y) = y+c¢
im Allgemeinen nicht mehr zentroaffin parametrisiert. Wir kénnen dies jedoch durch eine
Reparametrisierung erreichen. Sei ¢(7) diese Parametrisierung, d.h. ¥(7) = ~v(¢(7)) + ¢
und [7, g—j] = 1. Dann gilt fiir die zentroaffine Kriimmung p, dass

o [B,£7] [ iy dn b "
P=\arar?| ~ |ardt’ \ar) a2 " ar dat
dt\? |dy d&®7| dt d*t [dy dy dt\?
_ (@ |dy a7y | ataTtfdy ay)  [(at 0 5
(dT) [dt’dtQ T arr [dt’dt] (m) P ©)
. . d~ d(v+c
wobei wir verwendet haben, dass §f = ('gt ) — .

Somit ist
By = [p(ryir = [ Soprybar = [phar=5,(). ()

O]

1
3

Diese Deformationen bilden einen 2-dimensionalen Raum, den wir ebenfalls als trivial
betrachten.

Definition 3.3 Wir sagen der n-mal durchlaufende Einheitskreis ist infinitesimal starr,
falls er keine nicht-trivialen infinitesimalen Deformationen in der Klasse der extremalen
Kurven besitzt.



Sei nun v, = —f%'yo + f~ ein Vektorfeld entlang des Kreises, welches uns damit eine
infinitesimale Deformation durch v, = vg + €y; definiert. Da g die Periode 27n hat, hat
auch f die Periode 27n. Da sich jede infinitesimale Deformation iiber solch eine lineare
Deformation beschreiben lésst, geniigt es solch ein f zu finden, um eine infinitesimale
Deformation zu bestimmen.

Da SL(2,R) und die Translationen triviale infinitesimale Deformationen ergeben, wollen
wir zundchst bestimmen, welchen Funktionen f diese entsprechen.

Wir finden:

Lemma 3.4 Die infinitesimale Wirkung von SL(2,R) entspricht den Funktionen f,
welche eine Linearkombination von 1,cos(2t) und sin(2t) sind.

Die Translationen entsprechen den Funktionen f, welche eine Linearkombination aus
cos(t) und sin(t) sind.

Beweis. Es geniigt aus Dimensionsgriinden zu zeigen, dass 1, cos(2t), sin(2¢t) Wirkungen
aus SL(2,R) entsprechen. Elemente aus SL(2,R) iiberfithren den Einheitskreis in eine
Ellipse. Daher geniigt es zu zeigen, dass die deformierte Kurve v, in erster Naherung
eine Ellipse ist.
Im Fall f = 1 erhalten wir 7; = 1-4}. Dann gilt fiir 7. = 40 + €y} modulo €2, dass
V2 + ’yf, = (cos(t) — esin(t))? + (sin(t) + ecos(t))?
= sin(t)? 4 cos(t)? + e(2sin(t) cos(t) — 2sin(t) cos(t)) 4 €(sin(t)? + cos(t)?)
=1.
Daher ist v, in erster Naherung ein Kreis, sodass f = 1 einer Rotation entlang der Kurve
entspricht.
Im Fall f = sin(2¢t) berechnen wir v, = o — € cos(2t)yo + €sin(2t)7)
Wir berechnen nun modulo €2
(1+2€)7; + (1 —2¢)v;
=(1 4 2¢)(cos(t) — ecos(2t) cos(t) — esin(2t) sin(t))?
+ (1 — 2¢)(sin(t) — e cos(2t) sin(t) + esin(2t) cos(t))?
=(1 + 2€)(cos(t)* — 2e cos(t)(cos(2t — 1)) + (1 — 2¢)(sin(t)* + 2esin(t)(sin(2t — t)))
=(1+42¢)(1 — 2¢) cos(t)® + (1 — 2€)(1 + 2¢) sin(t)? = 1.
Wir sehen also, dass 7, in erster Naherung eine Ellipse ist.
Im Fall f = cos(2t) handelt es sich in erster Ndherung um eine um 7 rotierte Ellipse.

Bevor wir die Ellipsengleichung nachrechnen, miissen wir diese zuerst zurtiickdrehen. Wir
berechnen also:

Ye = Yo + €sin(2t)yo + € cos(2t);,

B <cos(t)> np <sin(2t) cos(t) — cos(2t) sin(t))

sin(t) sin(2t) 4 cos(2t) cos(t)
)

(
(cos(t + esin(t ))
sin(t) + ecos(t) | -



Die rotierte Kurve ist gegeben durch

Wir berechnen nun wieder Modulo €2, dass
(1—2e)72 + (1 + 26)72

= (1—2¢) <Sin2(t + %) + 2esin’(t + Z)) + (14 2e¢) (0052(75 + %) — 2ecos?(t + 1))

= sin”(t + 7)(1 = 26) (14 2€) + cos(t + %)(1 +26)(1—2¢) = 1.
Daher erfiillt 7 eine Ellipsengleichung und damit ist 7, in erster Ordnung eine Ellipse.
Im Fall f = 2sin(t) erhalten wir v = 40 — ecos(t)yo + 2esin(t)v), sodass wir modulo €
berechnen:
(Ve + €)%+ ’yf, =(cos(t) — e(cos(t)? + 2sin(t)? — 1))?
+ (sin(t) + (— cos(t) sin(t) + 2sin(t) cos(t)))?

= cos(t)? — 2e cos(t) sin(t)? + sin(t)? + 2esin(t)? cos(t) = 1.
Daher haben wir in erster Ndherung den Einheitskreis lediglich um € in negative x-
Richtung verschoben.
Im Fall f = 2cos(t) erhalten wir v = g + esin(t)yy + 2¢ cos(t)7, sodass wir modulo €
berechnen, dass

Y2+ (yy — €)? =(cos(t) + e(sin(t) cos(t) — 2 cos(t) sin(t)))?
+ (sin(t) + e(sin(t)? 4+ 2 cos(t)? — 1))?
= cos(t)? 4 sin(t)? + e(—2cos(t)? sin(t) + 2sin(t) cos(t)?) = 1.

Wir erhalten also in erster Ordnung den Einheitskreis um e in y-Richtung verschoben.
O

Damit konnen wir nun die infinitesimale Starrheit des Einheitskreises bestimmen.

Theorem 1 Im Full a = % ist der n-mal durchlaufene Einheitskreis starr. Ansonsten
existiert eine nicht-triviale infinitesimale Deformation genau dann, wenn
k? — 2n?
a=-————>
k2 — 4n?

fiir ein k € N mit k # n.



Beweis. Da ~y fest gegeben ist, berechnen wir zunéchst die zentroaffine Kriimmung

o = [V, V5] = det <_C(S)lsr(lg) :Z?jg;) = sin(t)? + cos(t)? = 1.

Sei wieder 7y := g + €y1. Dann ist unter Verwendung von 79 = —ppyo und pg = 1

_f '
"= —570+f70

i /

"= _7% + 57(/) +
1! " 3 ! 1 n " 3 ! / /
Y= —7’70‘1'770 + fy = - <2+ 2p0+fp0) Yo — fPovo

f// /
— Y=+t <—270+ 5% =

n 3f/
’Yé/:_'YD+€<— (2+2)70—f76>-

Da . ebenfalls zentroaffine Parametrisierung haben soll, ist
Ve = —PeYe,
wobei
pe = 7671 = 1o + @196 + €] = po + e([16, 1] + 111, %6)) + O().
Daher gilt fiir F:
Fe=p{™ =1+ e(a = 110,71+ [1,16]) + O(€?).
Wie wir oben berechnet haben ist

1 1
n=- (f + 2f”) Y + §f’76,

3 1
A== (545" ) 0 - 1%
2 2
sodass wir erhalten
q =0, 71+ [71,7%0]
3 ! 1 11 ! ! / 1 1! 1! 1 ! / !
=— §f + if [0, v0] — fv0s 0] — | f + §f [70,70] + §f (Y05 V0]
_3 y o L 1y, ot L,
e R i

Der Fall a = 1 ist trivial, da es sich bei den Losungen des Extremwertproblems um
Ellipsen handelt, welche alle mittels Operationen aus SL(2,R) aus dem Einheitskreis
erzeugt werden konnen.
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Sei also a # 1. Ist . nun eine kritische Kurve beziiglich des Funktionals, so gilt Gleichung
(3). Die Konstante ¢ in dieser Gleichung darf ebenfalls von e abhéngig sein, wir kénnen
diese also schreiben als ¢y + ec; + O(€?). Dann erhalten wir durch Einsetzen

2(b+2
F!' = —(bjl)Ff“ + ¢+ ec1 + O(€%)
und somit
2(b+ 2
6(0/ — 1)q” = _(b—|—1)(1 + 6(0/ — 1)(b + l)q) + Co =+ €Cq + 0(62).

Mittels Koeffizientenvergleich von € erhalten wir also

C
¢ =-2(b+2)q+—

a—1

Da sowohl ¢, als auch ¢”, als Ableitung einer periodischen Funktion, integriert null
ergeben, muss ¢; = 0 gelten. Wir erhalten also die Differentialgleichung

¢ = -2(b+2)q,

einen harmonischen Oszillator. Dieser hat genau dann periodische Lésungen, wenn b+2 >
0. Im Fall b + 2 = 0 muss dann notwendigerweise schon ¢ = 0 gelten. Dann ist aber
1" = —4f und somit f = Asin(2t) + B cos(2t). Daher handelt es sich um eine triviale
Deformation. Im Fall b 4+ 2 > 0 ist ¢ dann eine Linearkombination aus cos(/2(b + 2)t)
und sin(1/2(b + 2)t).
Da wir aber den Raum der Kurven mit Periode 27n betrachten, muss /2(b+ 2) = %
fir ein k € N. Aufgelost erhalten wir damit
k? — 4n? 1 k*—2n?

b:W bzw. a:1+EZM‘
Wir sehen, dass k # 2n ist, da sonst b = 0, was nicht sein kann. Ebenfalls sehen wir,
dass k # 0 ist, da sonst (b+2) = 0.
Umgekehrt miissen wir noch zeigen, dass falls die Bedingung gilt, es eine infinitesimale
Deformation gibt. Dafiir gentigt es ein f zu finden.
Von unseren vorherigen Uberlegungen wissen wir, dass ¢ = 2f + % 1", Weiter wissen
wir, dass ¢ eine Linearkombination von Sinus und Kosinus ist, sodass wir erhalten

2f + %f’” = Acos (f:) + Bsin (kt) )

n

wobei A, B unbestimmt sind. Das ist eine lineare inhomogene Differentialgleichung. Wir
betrachte daher erst die zugehorige homogene Differentialgleichung;:

1
2f/+§f///:0.

11



Diese hat als allgemeine Losung from = A1 cos(2t)+ g sin(2t)+ 3. Die drei verschiedenen
Terme entsprechen gerade den trivialen Deformationen durch SL(2,R), wie wir oben
gesehen haben. Daher ist lediglich die spezielle Losung der Differentialgleichung fiir uns
interessant. Diese ist

on3 kt 2n3 kt
f= A2 —n (n) B g (n) '
Das entspricht genau dann trivialen Deformationen, wenn & = 0, k = n oder k = 2n.
Die Falle k£ = 0 und k£ = 2n haben wir oben bereits ausgeschlossen, sodass wir lediglich
den Fall £ = n betrachten miissen. Ist k = n, so ist a = % und f entspricht gerade
den Translationen. Da fiir a = % die Translationen trivial sind, existieren somit nur
triviale infinitesimale Deformationen. In allen anderen Fillen erhalten wir folglich einen

2-dimensionalen Raum von infinitesimalen Deformationen durch Wahl von A und B. O
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4. Bestimmung der Art der Extremstelle

Wir wollen nun wissen, ob der Kreis ein Maximum oder Minimum des Funktionals ist.
Dafiir sei I'c eine glatte Kurvenschar um ~o(t) = (cos(t),sin(t)), t € [0, 27n].
Wir kénnen I', bei € = 0 entwickeln und erhalten damit

Fe =7 + €71 + 62’72 + 0(63)7

wobei, wie wir bereits gesehen haben, v; = —f?/'yo + [0 ist, mit f 2wn-periodisch.
Da auch jede Kurve der Kurvenschar in zentroaffiner Parametrisierung sein muss, gilt
[[,T7] = 1. Durch Einsetzen der Taylorentwicklung erhalten wir damit

1=[Ce, T = [0+ en + 92+ O(%),7 + ev] + €95 + O(7)]
= [0, 0] + € (10, 71] + [y %)) + € ([0, 78] + 1, 1] + e, o)) + O(€%),
sodass wir mittels Koeffizientenvergleich erhalten
[0, 72) + [v1, 7] + [v2, %] = 0. (7)
Auch wissen wir, dass I'V = — P.I', sodass wir erhalten
Pe= [T = 1o + €71 + €9+ O(), 75 + erf + €235 + O(e)]
= [v0:796) + € (v, 711 + 1, W) + € (1,721 + W]+ [ 76]) + O(€)

dP, €2 d*P,
=14eq+er+0(8) =Py +e—= +-— + O(e%).
d€ e=0 2 d€ =0
Dabei haben wir definiert
¢ =, + 0Ll 7= o]+ A+ el
Damit gilt nun mittels Kettenregel
dPs €2 d*P?
P — po € e € O 3
; 0+€d€ e:0+2 Je2 6:04— (e”)
dP. . 4 = _,dP.? _,d?P. 5
—1a+6(ad€P€a ) E:0+5 a(a—l)Pea I +aP€a d62 €:0+O(6 )
2 a—1, 3
=1+ eaq+€“a r—I—Tq + O(e”).

In Kapitel 4 haben wir bereits gesehen, dass ¢ = 2f' + 1 f"".
Somit gilt fiir das Funktional B,, dass

2mn " 2mn 2mn 9 2mn a—1 9 3
Ba(l“e):/o Pgdt:/o 1dt—|—ea/0 th—i—ea/o r+—5—a dt + O(€”)

2 [P a—1, 3
=2mn+ 0+ €a 7‘—|—Tq dt + O(€’).
0

13



Um zu bestimmen, ob 7y ein Maximum oder Minimum ist, geniigt also die Betrachtung

2mn -1
/ (r + a—- q2) dt.
0 2

Als Erstes berechnen wir mittels partieller Integration und Ausnutzen von v’ = —~{,
dass

des Integrals

2mn

2mn 2T
[ vt = [T 6.8+ W+ g = [ b+ b1 = bt

Zmn n ! ' ! Zmn ! ! 1’
= / [0 > 2] + [1, 1]+ [v2s voldt = /0 2[v2, Y0l + [1, 71 )dt.

Auch hier fallen die Randterme auf Grund der Periodizitiat weg.
Durch Integrieren der Gleichung erhalten wir mittels partieller Integration

2mn

2m™n
02/0 [70,7§]+[%miH[vz,%]dt:/o =0, 72l + [y, ) + [z, vo)de

2m™n , ,
2/0 2[v2, 0] + [y1, mldt.

Damit erhalten wir insgesamt

2mn 2mn , y ,
/0 TdtZ/O [y = [y mldt.

Mittels v1 = —fjl’m + fp folgt

y,ml = [—f;'yo + [0, =50 + 5% + f0]
_ 1y / If £ I

o 1osv0] = Do, = 51,761 = ['yomo]+7[vo,70]+f2[76,76’]

1 " 12
:f2+§ff _Zf

und
f// f/ f/// f// f// f/
il = [—?’Yo +3 =7+ —5 0 ?’yo + ?’yo + fy{)’ + 75 = )
1/ / n 3
= [—770 + 576 + 0, — 50+ f’ b= )

o 1 " 1 ! el 3 12
= SH P
sodass insgesamt gilt

2mn 27m1 1 3 1 1
/0 Tdt:/o *ff”"i‘*f/f”/—i-*f/2+f2—f2—*ff”+1f/2dt
2mn

_ 12 " /2 //2
R ff dt = / f

14



Weiter ist
mn 2 mn 12 ! plt 1 12 2mn 12 72 1 12
/ th:/ Af2 o 4= f dt:/ Af7 2f"? L R,
0 0 4 0 4
Fir den Fall a = % erhalten wir somit
2mn 1 1 2mn
/ r—cidt=—— [ Af? -5+ "t (8)
0 0

Lemma 4.1 Im Full a = % ist der n-mal durchlaufene Einheitskreis fiir n = 1 ein
lokales Mazximum und ansonsten ein Sattelpunkt.

Beweis. Sei

ik _
= Z cpe'nt, e =7

die Fourierreihe. Diese existiert, da f 2mn-periodisch und glatt ist. Dann ist

Eoo
"(t) = Z i—ckelgt und

kEZ n
k2 ik
1) = Y~ el
keZ

Wir beobachten, dass

2mn ™

1 2mn 1 o
coz—/ flt = o [ =0,
0

da f 2mn-periodisch ist.

Aufgrund der 2mn-Periodizitéit von eint sind fiir das Integral jeweils nur die k = 0-Terme
von f’Q, f”2 und f”’2 relevant. Diese sind:

o0
f/2 : Z CrC_L
//2
Z —ckc k
k=1

///2 ik;cc
1CkC—k-

Da f reellwertig ist, ist c_; = €, womit wir erhalten

2mn 9 9 9 k4 5
/ A4f'° —5f"7 4 fdt = 27rn2 4 — 5 |ex|*.
0

Es ist nun 4 — 52—2 + ﬁ—i = (ﬁ — ) (Z—Z — 4. Die beiden Degenerationen der Hessischen

n2

k = n und k = 2n entsprechen gerade f = sin(t), cos(t),sin(2t), cos(2t) und somit den

15



Translationen bzw. Deformationen durch SL(2, R), welche wir aber als trivial betrachten
und daher ignorieren.

Fiir n = 1 ist (k% — 1)(k? —4) > 0 fiir k£ > 3 und somit ist die Hessische in diesem Fall
negativ definit, sodass der Einheitskreis ein Maximum ist.

Fir n > 2 ist die Hessische indefinit, da (n% - 1) (# - 4) > 0 und
(52 —1) (252 —4) <o, 0

n2

Im allgemeinen Fall gilt nun analog zu oben

2mn -1 27 da — 3 -1
/ = q2dt:/ (2a— 1)1 - 2 Ry
0 2 0
oo
—2 2 — 1) — LT
Wnl;l(a ) 4 n2+ 8 nt

0o 2 2
_ QWnZ% (f; - 4) [(a - 1)% (2 - 1)1 x|

k=1

Fiir die finale Betrachtung miissen wir noch das zusétzliche a¢ im quadratischen Term
von P beachten.

Theorem 2 Im Falln = 1 ist v fiir a < 0 und a > % ein lokales Minimum und

fiir a € (0, %} ein lokales Mazimum. Im Fall n > 2 ist vy ein lokales Minimum fiir

2(n—1)2-1 2(n+1)2—1
a < 7(”1_4)71 und a > 7("114)n )

Die Hessische ist degeneriert, mit 2-dimensionalem Kern, genau dann, wenn

k2 — 2n?
k2 — 4n?’

a =

In allen anderen Fillen ist die Hessische indefinit.

Beweis. Nach obiger Rechnung ist lediglich der Ausdruck

é (’fQ _ 4) l(a — 1)5‘; —2(2a — 1) (9)

n2

relevant. Wir miissen also lediglich bestimmen, wann dieser Term positiv und wann
negativ ist.

Wir beobachten zunéchst, dass der Term null ist fiir ¥ = 2n. Dies entspricht gerade
f = sin(2t), cos(2t), welche aber zu den trivialen Deformationen von SL(2,R) gehoren
und damit irrelevant fiir die Betrachtung sind.

Im Fall @ = 1 ist das Vorzeichen von dasselbe, wie das von _(sz —4). Dies ist positiv
fiir £ < 2n und negativ fur k£ > 2n. Somit sind wir in diesem Fall also indefinit.

Im Fall @ > 1 ist @D fiir groflie k positiv, da (a — 1)2—2 — oo und (Z—i — 4) — 00. Somit
kann die Hessische also lediglich positiv definit sein. Damit sie positiv definit ist muss
@ fiir alle k positiv sein.

16



Fir £ < 2n ist (ﬁ - 4) < 0, sodass {(a - 1)7’?—2 —2(2a — 1)} < 0 gelten muss. Da der

n2
Ausdruck monoton wachsend ist, ist dies dquivalent dazu, dass

(2n —1)?
—1)———2(2a—-1) <0
(-2 a0 1)
. 2(n—1)2 -1
—g>"_) -
1—4n
Da 72@1__122_1 < 1< a ist dies immer erfiillt.
Fir £ > 2n ist (Z—z - 4) > 0, sodass {(a = 1)% —2(2a — 1)} > 0 gelten muss. Da der
Ausdruck monoton wachsend ist, ist dies dquivalent dazu, dass
(2n +1)?
—1)—————2(2a—-1) >0
(- )P a0 1)
20n+1)2 -1
—a> —F
14+ 4n

Im Fall a < 1 ist @) fiir groBe k negativ, da (a — 1)% — —oo und (fl—z — 4) — 00. Daher
muss @ fir alle k£ negativ sein.

Fir k < 2n ist (% - 4) < 0, sodass {(a - 1)% —2(2a — 1)} > 0 gelten muss. Da der
Ausdruck monoton wachsend ist, ist dies dquivalent dazu, dass

(2n —1)?
— 1) —2(2a -1
(a— 1) (20 —1) >0
— <2(n—1)2—1
@ 1—4n

Fir k& > 2n ist (sz — 4) > 0, sodass {(a — 1)7’2—2 —2(2a — 1)} < 0 gelten muss. Da der

Ausdruck monoton wachsend ist, ist dies aquivalent dazu, dass

(2n+1)?
—1)—4—-2(2a—-1) <0
(=)=l 220 - 1)
2(n+1)2 -1
Sl —
1+4n
Da 2(71;;715_1 > 1 > ¢ ist dies somit immer erfillt.

Fiir die Definitheit der Hessischen ist nun zusétzlich noch, wie oben erwédhnt, das Vor-
zeichen von a relevant. Fiir n = 1 erhalten wir a < %, sodass der einmal durchlaufene

Einheitskreis fiir a € (0, %} ein lokales Maximum und fiir a < 0 ein lokales Mini-

12—

mum ist. Far n > 2 ist % < 0, sodass der n-fach durchlaufene Einheitskreis fur
12—

a < 2m=D°=1 i Jokales Minimum ist.

1—4n
Des Weiteren ist die Hessische degeneriert, wenn @ gleich 0 ist fiir ein k.
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Da wir k = 2n ignorieren, gilt

2 2
0-;(:2—4> [(a—l)fﬂ—Q(Qa—l)
k2
= (a-1) 5 -22-1)=
— a(k® — 4n?) = (K* — 2n?)
g k% — 2n?
k? — 4n?

Der Kern dieser Degenerierung ist, wie wir in Theorem 1 gesehen haben, 2-dimensional.

18
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5. Der Fall a = %

Wir interessieren uns nun fiir den speziellen Fall a = %, da hier das Funktional B, =
J p*(t)dt auch invariant unter Translationen ist. Wir wollen diese Symmetrie nutzen, um
alle Extremstellen zu bestimmen.

Aus a = % erhalten wir b = ﬁ = —%. Damit wird Gleichung zu
2(b+ 2
F" = _(b—:_l)FlH_l te=2F"2+c. (10)

Da F" < 0 beim Maximum und F > 0, muss somit ¢ < 0 sein.
Als Néchstes integrieren wir die Gleichung (10]), nachdem wir sie mit 2F’ erweitern,
sodass wir erhalten

2F'F" — AF'F ™5 + 2cF’
d o _ d 1
S = (8F% +2cF)
(F')2 = 8F2 +2cF +d.
Da F > 0 ist, konnen wir annehmen, dass F(t) = G2(t), wobei G ebenfalls eine positive,
periodische Funktion ist. Damit berechnen wir dann

(F')? = ((G*))? = (2GG")? = 4(GG")?* und
8F2 + 2¢F +d = 8(G2)2 + 2¢G® + d = 8G + 2¢G* + d,

sodass wir mit d := dzl folgende Gleichung erhalten:
(GG)? = gcﬁ +2G +d. (11)

Die rechte Seite von ist ein quadratisches Polynom in G und hat daher maximal zwei
Nullstellen. G hat aber mindestens ein Maximum und ein Minimum, da G periodisch
ist. An diesen Stellen gilt G’ = 0. Folglich hat das quadratische Polynom genau zwei
Nullstellen, weswegen auch G’ nur fiir zwei Werte von G null sein kann. Daher oszilliert
G zwischen seinem Maximum und Minimum hin und her und hat keine anderen Extrema.

Wir betrachten nun den speziellen Fall eines n-mal durchlaufenen Kreises mit Radius r,
welcher parallel verschoben wurde. Also

v(t) = (A+rcosa(t), B+ rsina(t)),

wobei « : [0,27] — [0,27n] die zentroaffiner Parametrisierung ist. Zusétzlich benttigen
wir A%2 + B? < 12, damit zentroaffine Parametrisierung moglich ist. Wir berechnen, dass

b2

dry A+rcosa —rsina
—] = det .
da B+rsina  rcosa

) =72 + Arcosa + Brsina.
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Da nun aber 1 = [, f%] = [v, %%] = %[% Z%], erhalten wir

dt
— =72+ Arcosa + Brsina.
da

Diese Umformung ist moglich, denn «(t) muss streng monoton wachsend bijektiv sein,
sodass wir die Umkehrfunktion ¢(«) bilden koénnen, fiir deren Ableitung die obige Formel
gilt.

Diese Gleichung kénnen wir nun trivial integrieren und erhalten damit

6
t(a) = / r? + Arcosa’ + Brsind/da’ = r?a + Arsina — Brcosa + Br. (12)
0

Da wir aber wissen, dass t(27rn) = 27 ist, da t € [0, 27| und « € [0, 27n], erhalten wir

2 = 7“2271'71,

bzw. 1
r=mn 2.
Weiterhin bekommen wir durch Umstellen von
A . B t B
a-+ —slna — —cos = -
r T T r
Weiter gilt fiir 6 := arctan %, dass
B
sinf = —— und cosf =

VAZ + B2 VAZ + B
Wir erhalten mittels Additionstheoremen

, VA% + B?
—sina — —cosa = ———  cos(a + 0).
T r r

1 .
Unter Verwendung von r = n™ 2 erhalten wir

a—i—@—\/ﬁ\/AQ—i-B?cos(a—i-H):nt—i—Q_T\l/ﬁB. (13)

Eine Differenzierung nach t liefert

-1
C(li—? :n(1+\/ﬁ\/A2+B2sin(a—|—9)) .

Weiterhin gilt

_ |y @y |dady (‘10‘>2‘127+d20“17 _<d“)3 dy d*y
P=Var a2 | = |dtda' \dt ) do2 " d2 da| \dt) |da’ da?

=n? (1 +v/nvV A% + B?sin(a + 0))73 -1
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_2
3

Da nun G?> = F = p%_l = p~ 3, erhalten wir

G(#) =p =+ Vav/AZ§ Bsin(a(t) + 6). (14)

Wir wollen nun mit dem allgemeinen Fall fortfahren.

Seien m das Minimum und M das Maximum von G. Es gilt m, M > 0, da G > 0 per
Definition. Da ¢ < 0, wie wir oben festgestellt haben, existiert ein k, sodass ¢ = —2k?.
Da m und M die Nullstellen des quadratischen Polynoms von sind, kdnnen wir diese
Gleichung somit schreiben als

(GG? = k*(G —m)(M — G).

Da beide Seiten offensichtlich positiv sind, kénnen wir die Wurzel ziehen und erhalten
die Gleichung

GG’ = k\/(G —m)(M ~ ). (15)
Wir definieren zudem
_ M+m _ M —m
N - 2 Y €= 2 .

Wegen m > 0, ist € < p.
Da G zwischen m und M oszilliert, konnen wir folgende Substitution durchfiihren:

G(t) = p+ esinp(t), (16)

wobei ¢ nicht unbedingt eine periodische Funktion sein muss. Da G 27-periodisch ist,
muss somit aber ¢(t + 27) = ¢(t) + 27n, wobei hier n € Z.
Mittels dieser Substitution berechnen wir

G'(t) = e/ (t) cos p(t) und
k\/(G —m)(M —G) = k\/(u +esing —m)(M — p— esingp)

= k\/62(1 + sin ) (1 — sin ) = key/1 — sin? ¢ = ke cos .

Daher erhalten wir insgesamt fiir Gleichung

'ecosp(p + esing) = GG’ = k\/(G —m)(G — M) = kecos o,
und somit
¢ (p+esing) = k.
Integrieren wir diese Differentialgleichung, so erhalten wir

pp(t) —ecosp(t) = kt + C. (17)
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Da 0 < € < p, ist die linke Seite dieser Gleichung eine streng monoton wachsende
Funktion in ¢. Daher existiert eine Umkehrfunktion, sodass wir die Gleichung nach ¢
auflésen kénnen, weswegen ¢ bereits eindeutig durch diese Gleichung bestimmt ist.
Wenn wir nun ¢ + 27 in einsetzen, erhalten wir

pp(t +2m) —ecos(t +2m) = k(t +2m) + C
= u(p(t) +2mn) —ecosp(t) = kt + C + 2mk = 2wk + pp(t) — e cos p(t)
= p(e(t) +2mn — @(t)) = 27k
= un =k.

Wir bekommen damit die Gleichung
gO—ECOSgO:TLt-i-g. (18)
[ 7

Damit konnen wir nun alle Extremstellen im Fall ¢ = % bestimmen:

Theorem 3 Die lokalen Extrema des Funktionals B1i sind mehrfach durchlaufene El-
3

lipsen.

Beweis. Sei v eine 2m-periodische kritische Kurve des Funktionals Bi. Dann muss nach
3

obiger Uberlegung die Gleichung fiir ein n € Z gelten. Dies definiert (), da u > €
und somit die Funktion x +— px — € cos z streng monoton wachsend, und daher invertier-
bar ist.

Wir beobachten, dass (18] identisch ist zu Gleichung und Gleichung identisch

ist zu Gleichung 1' unter den Identifizierungen € = 7“42\/%'32, = %, ¢ = a+ 60 und

C = %. Damit ist auch hier das allgemeine G(t) identisch zum Fall des n-mal durch-
laufenden Kreises.

Dies bedeutet insbesondere, dass auch die zentroaffine Krimmung p(t) der Kurve ~
identisch ist zur Kriimmung des mehrfach durchlaufenen Kreises 7.

Damit erfiillen sowohl ~, als auch 7y dieselbe Differentialgleichung zweiter Ordnung:
7' =—py.

Betrachten wir nun die Initialwerte von v und ~o: (7(0),4/(0)) und (70(0),v(0)). Da
[v,7] =1 = [0, ) existiert ein A € SL(2,R) mit (A0(0), A7,(0)) = (7(0),~/(0)). Da
Elemente aus SL(2,R) die zentroaffine Kriimmung nicht &ndern, 16sen A~y und 7 somit
dieselbe Differentialgleichung zweiter Ordnung. Auf Grund der Definition von A haben
sie dieselben Initialwerte, weswegen A~y = v gilt.

Da Elemente aus SL(2,R) Ellipsen auf Ellipsen abbilden, ist v somit eine Ellipse. [
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6. Ausblick

Der Fokus dieser Arbeit lag auf der Betrachtung von Ellipsen. Wir wissen jedoch, dass
fiir a ¢ [3,1] auch andere Extremstellen existieren. Daher stellt sich die Frage, ob wir
diese dhnlich wie im Fall a = % genauer bestimmen kénnen. Auch wére es interessant
zu bestimmen, wann Deformationen erster und zweiter Ordnung dieser Extremstellen
existieren.

Zudem haben wir gesehen, dass unser Funktional fiir a = % translationsinvariant ist.
Hierbei stellt sich die Frage wie punktuell diese Invarianz ist: Sei vy der Einheitskreis.
Wie sehr weicht dann -y + ¢ davon ab eine Extremstelle fiir a — % zu sein?
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